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Introducere

,,Dumnezeu a creat numerele naturale.
Restul este opera omului.”

Leopold Kronecker, matematician german (1823 — 1891)

Numarul reprezintd notiunea fundamentald pentru construirea intregului univers
matematic. Numerele guverneaza lumea, viata noastra cea de zi cu zi se bazeaza pe numere.
Ele sunt obiecte matematice, simboluri sau cuvinte folosite in activitatea practica a omului,
pentru a cota, a masura (distante, suprafete etc.) si a eticheta; fara numere nu am putea sti ce
data este, ce ora este; sunt utilizate de la cumparaturi, pana la astronomie (predictia
evenimentelor). Ele au o istorie fascinata. A fost nevoie de multi ani si de multe minti luminate
ca omenirea sa ajunga la sistemul simplu pe care il foloseste acum. O data cu evolutia spiritului
uman, numarul a inceput sa fie din ce in ce mai prezent in viata oamenilor, iar activitatea
practica a omului, de la formele cele mai simple, pana la cele mai complicate, cum e cea in
cercetarea fenomenelor naturale, a aratat ca interpretarea cantitativda a marimilor necesita o
mare bogdtie de numere.

In matematici, definitia de numir a fost extinsa, de-a lungul timpului, pentru a include
numere cum ar fi zero, numerele negative, numerele rationale, numerele irationale, numerele
reale etc. Dupa recunoasterea, in secolul al XVI-a, a numerelor negative si fractionare,
urmeaza, prin secolul al XV11-lea, ca matematicienii sa foloseasca notatia actuala pentru fractia
zecimald. Abia in secolul al XIX-lea s-a intreprins studiul stiintific al numerelor irationale.
Elaborarea notiunii matematice de numar real a constituit un proces lung, sinuos, incheiat in
jurul anului 1872 prin lucririle matematicienilor K. Weierstrass?, E. Heine?,

G. Cantor® si R. Dedekind®.
Lucrarea de fata cuprinde elemente teoretice legate de multimea numerelor reale si

aplicatii a caror frumusete si utilitate pot ajuta elevul de gimnaziu sau de liceu in a-si forma o

! Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (31.10.1815-19.02.1897), matematician german considerat pirintele analizei
matematice

2 Heinrich Heine Eduard (16.03.1821-21.10.1881), matematician german cu contributii in teoria functilor

3 Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (03.1845-06.01.1918), matematician german considerat creatorul
teoriei moderrne a multimilor

“Julius Wilhelm Richard Dedekind (06.10.1831-02.12.1916), matematician german cu contributii la teoria

algebrica a numerelor; a pus bazele teoretice riguroase a multimii numerelor reale
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serie de cunostinte si deprinderi in studiul matematicii, motiv pentru care am ales aceasta tema.
Lucrarea poate fi utila si profesorilor de matematica din invatamantul gimnazial si liceal, atat
din punct de vedere stiintific, cat si metodologic, mai ales ca suport pentru un optional de
matematica.

Lucrarea de fata se bazeaza pe ,,Bazele analizei matematice”, de Constantin Meghea,
precum si pe ,,Analiza Matematica. Note de curs” a domnului conf. univ. dr. Radu Miculescu
sl este structuratd pe sase capitole.

Primul capitol prezinta constructia axiomatica a multimii numerelor naturale precum si
proprietatile definitorii ale acestei multimi.

Capitolul al doilea contine constructia multimii numerelor intregi, definirea operatiilor
de adunare, inmultire si de ordine in [1, a relatiei de divizibilitate si a claselor de echivalenta
precum si scufundarea lui 0 n [ .

Capitolul al treilea contine constructia multimii numerele rationale, definirea operatiilor

pe 11, scufundarea lui [1 in 1 , dar si reprezentarea numerelor rationale sub forma de fractii

zecimale periodice.

In capitolul al patrulea se prezinti trei din cele mai cunoscute metode pentru constructia
multimii numerelor reale: constructia prin taieturi in [ , constructia cu ajutorul sirurilor
Cauchy si constructia zecimala (acesibila la nivelul liceului). Pentru fiecare metoda in parte se
face constructia lui [ , se definesc operatiile algebrice si de ordine, precum si unele proprietti
ale corpului numerelor reale si scufundarea lui 1 in [J . Capitolul se Incheie cu multimea
numerelor irationale.

Tn cel de al cincilea capitol se face o prezentare abstractd a multimii numerelor reale,
precum si proprietatile definitorii ale acestei multimi.

Ultimul capitolul este alcatuit din cateva consideratii metodice privind predarea
notiunii de numar real in clase gimnaziale si liceale, precum si o serie de aplicatii care sa
demonstreze importanta acestor notiuni.

Exprim, pe aceasta cale, sincere multumiri conducatorului stiintific, domnului
conferenitar universitar doctor Radu Miculescu, pentru substantialul sprijin si interesul

deosebit acordat in elaborarea acestei lucrari.



CAPITOLUL I. Constructia multimii numerelor naturale.

Una din notiunile fundamentale ale matematicii este aceea de numar natural. Numerele
naturale s-au nascut din necesitatea practica de a sti si de a comunica Tn societate si isi au
originea in cuvintele folosite pentru a numara obiecte, incepand cu numarul unu.

Numerele naturale au o semnificatie concreta directa. Orice numar natural poate fi privit
ca rezultat al numararii, oricarui numar natural elevul i poate asocia imaginea, mai mult sau
mai putin clard, a multimii corespunzatoare. Numerele naturale au, intr-o anumitd masura,
totdeauna un caracter concret. Acelasi lucru se poate spune si despre fractii.

Constructia axiomatica a numerelor naturale a fost data pentru prima data riguros de
Giuseppe Peano® , n 1889, in lucrarea ,,Arithmetices principia, nova methodo exposita”. In
aceasta lucrare au fost definite ceea ce mai tirziu s-au numit sistemele Peano (alti istorici ai
matematicii le denumesc sisteme Peano-Dedekind pentru a marca si contributia lui Dedekind

la aceasta constructie fundamentala a matematicii).

1.1. Axiomele lui Peano

Se considera multimea [] siolege s: [ —[] care asociaza oricarui element nel]
un alt element n'elJ , numit succesorul lui [I , astfel incat sunt verificate axiomele:

AP1: Oricare neJ are un unic succesor (adica s: [ — [ data de s(n) = n’ este
functie);

AP2: Exista un element din [J , desemnat prin 1, care are proprietatea ca s(n) =1,
pentru orice nel] (deci 1es(1));

AP3: s este o0 functe injectiva (adica pentru orice m,neJ ,m = n, avem ca s(m) = s(n)

AP4 (axioma inductiei): Daca P €[] este o submultime astfel incat 1<P si ¥n<P avem
ca s(n) <P, atunci P=0] .
Folosind cifrele, s(1) se noteaza 2, S(2) se noteaza 3,..., S(8) se noteaza 9. [] este

multimea humerelor naturale, iar functia S se numeste functia succesor.

Observatie. Daca . este o proprietate a unui element oarecare al lui [J , care este

adevarata pentru 1 si care presupusa adevarata pentru nel] este adevarata si pentru s(n), atunci

® Giuseppe Peano (27.08. 1858 — 20 .04. 1932) matematician italian, fondator al logicii matematice si a teoriei

multimilor.



- este adevarata pentru orice ne 1 . Astfel se poate vorbi despre demonstratie si definitie prin
inductie matematica.
Consecinte:
1. Daca pentru orice m,n €J avem s(m) = s(n), atunci m =n.
Demonstratie. Daca, prin absurd, m .n, atunci conform cu AP3, s(m) » s(n).
2. Pentruoricen €0 , n » s(n).
Demonstratie prin inductie dupa n. Pentru n = 1 avem, conform AP2, s(1) 1, iar daca
s(n) »n, atunci, conform cu AP3, s(s(n)) = s(n).
3. Pentruoricen €[] \{1}, exista pell , astfel incat s(p) = n (adica orice numar natural

diferit de 1 are un predecesor).
Demonstratie. Fie A= {n el |n=s(p),pel } si E= {1} UA, asadar 1€ E . Presupunem ci

neE.Dacan=1,atunci s(1) <A, deci s(1)<E, iar daca ncA, atuncin = s(p), p €l , deci s(n)

=5(s(p)) si s(n) A, s(n)cE, prin urmare, conform AP4, E=[] .
1.2. Adunarea pe [

Pentru fiecare cuplu m,n de numere naturale se considera numarul natural desemnat

prin m+n si definit prin inductie dupa n astfel Al :m+1 = s(m);
A2 : s(n)+m = s(n+m).

Observayie. Axiomele A1-A2 poarta numele de axiomele adunarii numerelor naturale,
iar din definirea adundrii numerelor naturale obtinem: 1 + 1 = s(1) = 2.

Proprietitile adunarii.

1. Asociativitatea. m+(n+p) = (m+n)+p, V. m,n,p €l
Demonstratie prin inductie dupa p. Pentru p = 1 avem m+(n+1) = m+s(n) =
= s(m+n) = (m+n)+1. Daca m+(n+p) = (m+n)+p, atunci s((m+(n+p)) = s((m+n)+p)),
m+s(n+p) = (m+n)+s(p), dar m+s(n+p) = m+(n+s(p)).

2. Comutativitatea. m+n=n+m, Vm,n €[]
Demonstratie prin inductie dupa n. Pentru n = 1, avem m+1 = s(m) = 1+m. Avem ca s(m) =
=m+1 si s(m) = 1+m, deorece, prin inductie dupa m avem 1+1 = s(1), daca 1+m = s(m), atunci
s(1+m) = s(s(m)), iar s(1+m) = 1+s(m)). Daca m+n = n+m, atunci s(m+n) = s(n+m), m+s(n)
= n+s(m), iar n+s(m) = n+(m+1) = n+(1+m) = (n+1)+m = s(n)+m.

3. Proprietatea de simplificare. m+p =n+p =2m=n, vm,n,p €[]



Demonstratie prin inductie dupa p. Daca m+1 = n+1, avem s(m) = s(n), deci m = n. Daca m+p
= n+p = m = n, cand s(m+p) = s(n+p), m+p = n+p, decim=n
4. Avemcan+p = n, v np €l

Demonstratie prin inductie dupa n. 1+ p =s(p) #1, iar daca n+p = n, atunci

s(n+p) =s(p+n) = p+s(n) = s(n)+p.
1.3. Tnmultirea pe [

Pentru fiecare cuplu m, n de numere naturale se considera numarul natural desemnat

prin m-n si definit prin inductie dupa n astfel 11: m-1 =m;
12: m-s(n) = m-n+m.

Observayie. 11 si 12 poarta numele de axiomele inmultirii numerelor naturale. Daca nu
este pericol de confuzie, se scrie m:n = mn, pentrum, n €] .

Proprietitile inmultirii.

1. Comutativitatea. m-n=n-m, Vm,n €[]
Demonstraize prin inductie dupa n. Pentru n = 1, avem m:1 = m si, de asemenea, 1:-m = m
(inductie dupa m: 1-1 = 1, iar daca 1-m = m-1, atunci 1.s(m) = 1m+1= m+1l =
= s(m) = s(m)+1). Daca m:n = n-m, atunci m-s(n) = mn+m = nm+m si ramane de aratat, prin
inductie dupa m, ca nm+m = s(n)-m. Pentru m = 1, n-1+1 = s(n) = s(n)-1, iar daca nm+m = =
s(n)-m, atunci n-s(m)+s(m) = s((nm+n)+m) = s(s(n)-m+n) = s(n)-m+s(n) = s(n) -s(m).

2. Distributivitatea inmultirii fata de adunarea numerelor naturale.
m(n+p) = mn+mp, Vvm, n, p €l
Demonstratie prin inductie dupa p. Pentru p = 1 avem m(n+1) = m-s(n) = mn+m, iar daca
m(n+p) = mn+mp, atunci m(n+s(p)) = m-s(n+p) = m(n+p)+m = mn+m-s(p)

3. Asociativitatea. m- (n-p) = (m-:n) -p,vm,n,p € I
Demonstratie prin inductie dupa p. Pentru p =1 avem m- (n-1) = m-n = (m-n) -1. Daca
m- (n-p) = (m-n) -p, atunci m+(n-s(p)) = m-(np + n) =m-(n-p) + m-n=(m-n) -p+mn=
= (m:n) -s(p).

4. Proprietatea de simplificare. m-p =n-p =2m=n, Vm,n,p €[]
Demonstratie prin inductie dupa p. Daca p = 1, avem m-1 =n-1, deci m = n. Dacam-p =n-p =
m = n, atunci m-s(p) = n-s(p) = m:(p+1) = n-(n+1) = mp+1 =n-p+1 = m-p =n-p,

deci m=n.



1.4. Relatia naturala de ordine pe [

Fie N o multime. Orice submultime nevida a lui N x N se numeste relatie in N. Daca N
este 0 multime si R este o relatie binara in N, atunci (X,y) € R se desemneaza prin xRy.

O relatie R se numeste: reflexivd daca vxe N, XR X, simetrica daca VX, Y € N astfel
incat xRy, implica yRX, antisimetrica daca XRy si YRX, atunci x=y si tranzitiva daca pentru
VX, Y,z e N avem ca xRy si yRz, atunci xRz.

O relatie in multimea N se numeste relatie de ordine daca este reflexiva, antisimetrica

sl tranzitiva. De regula, se noteaza <

O multime nevida, inzestrata cu o relatie de ordine <, se numeste multime ordonata,

scriem (N, <).

Multimea ordonata (N, <) se numeste multime total ordonata (sau lant) daca pentru

orice a, b € N, avem a <b sau b <a (adica oricare doua elemente sunt comparabile).
Fie (N, <) o multime ordonata si No S N. Elementul a € N se numeste minorant
(majorant) pentru No dacé pentru orice X € No, avem a <x (x <a). Elementul a € N se

numeste margine inferioard (superioara) a lui No si este notat inf No (sup No) daca a este

minorant (majorant) pentru No si pentru orice a' € N minorant (majorant) pentru No avem
a'<a (a <a'). Daca exista, inf No si sup No, atunci aceste elemente sunt unic determinate de
conditiile din definitie.

Un element a, € No se numeste element initial (element final) in No daca pentru orice

X € No, avem a, <x (x < @,). Dacd a, este element initial (final) atunci a,= inf No (sup No).

Un element a, ENo se numeste element minimal (element maximal) in No daca din

x<a, (8, <x)six € No rezulta X = a,. Un element initial (final), este si element minimal
(maximal), dar nu si invers. In plus, nu este asigurati unicitatea elementului minimal
(maximal).

O multime ordonata se numeste multime inductiv ordonatd, daca orice lant al ei admite

majorant.

Lema lui Zorn. O multime inductiv ordonata are cel putin un element maximal.

O relatie de ordine < pe multimea nevida N se numeste completa, daca pentru orice
submultime nevida majorata No a lui N exista sup No. Spunem ca multimea (N, <) este complet

ordonata.



O multime ordonatd se numeste bine ordonatd daca orice submultime nevida a sa are

prim element (cel mai mic element).

Teorema. Oricare ar fi numerele naturale m si n, avem una si numai una dintre m = n,
m=n+p,n=m+q, p,q €l .
Demonstratie. Existenta. Inductie dupa n. Pentru n = 1, daca m=1, atunci m = s(p) = p+1 =
= p+n =n+p, pel . Presupunem ca n =m, fie m = n+p, fie n = m+q si demonstram pentru
s(n). Cand m = n, s(n) = s(m) = m+1. Cand m = n+p, daca p = 1, m = s(n), iar daca
p=1,cump =s(t), ted , m = n+s(t) = s(n)+t. Cand n = m+q, s(n) = m+s(q).

Unicitatea. Cum n+p=n si m+q=m, ramane sa demonstram ca m = n+p si N = m+(q
sunt incompatibile. Daca, prin absurd, am avea ca m = n+p si n = m+q, atunci n = n+(p+q),

contradictie.

Spunem ca me[J este mai mic decat nel] , fapt care va fi notat prin m < n, daca exista
pell astfel incat n = m+p.

Pe [] introducem relatia < datad de echivalentda n <m, daca si numai daca n <m sau
n=m (vom spune ca n este mai mic sau egal decat m sau ca m este mai mare sau egal decat
n). Relatia < este: reflexiva (orice nel] , avem ca n = n, deci n <n), antisimetrica (m, ne[]
astfel incat m <n si n <m, atunci avem ca m = n) si tranzitiva (m, n, p €[] astfel incat m <n
si n <p, atunci m <p), adica este o relatie de ordine.

Prin urmare, conform teoremei de mai sus, multimea [] impreuna cu relatia de ordine
< este 0 multime total ordonata.

Proprietiti.

L. m<n=m+p<n+psim<n=mp<np, vmn,pell

2. Dacam, nell sim<n,atunci m+1<n.

Demonstratie. Deoarece m < n, existd pel] astfel incat m+p =n. Cand p =1, m+1 = n, iar
candp =1, p=s(q),q € 0, deci n =m+s(q) = m+1+q adica m+1 <n.

3.1<n, Vnell (adica cel mai mic element al lui [J este 1).

Demonstratie. Oricare n€] , dacan=1, atuncin= s(p) =1+p,pe€ 0 .

Corolar. Pentru orice nel] , n < s(n).

Teorema. Multimea [J este bine ordonata prin relatia <.

Demonstratie. Trebuie sa demonstram ca orice submultime nevida NS are un cel mai mic

element, adica exista a€N astfel incat a <x, pentru orice XxeN. Daca 1€N, atunci demonstratia
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este terminatd. Dacd 1¢ N, fie S={nel [n<x,Vxe N} Evident 1€S. Exista peS astfel incét

p+1 ¢Scaci altfel S = [ (conform AP4), de unde, ludnd xeN (N este nevida), rezulta
contradictia X < x. Cum p+1¢ S, exista a€N astfel incat a < p+1. Deoarece p €S, se deduce
p <X, VxeN,deci pt1 <x, Vxe N . In particular avem p+1 < a. Deci a = p+1, prin urmare
a<x, ¥YxeN.Cuma=p+leN atnci el este cel mai mic element din N.

Propozitie. O multime de numere naturale A, care contine pe a si astfel ¢, oricare ar fi
numarul natural n > a, daca [a,n) CA atunci ne A, contine toate numerele naturale mai mari

decét a.

Demonstratie. Presupunem, prin absurd, ca B = {n el |n>a,ng A} nu este vida si fie p cel

mai mic element al Ilui B. Intervalul [a, p) din O este inclus in A (altfel
dgel,a<q< p,qg A= qe B, contradictie, caci g < p), prin urmare, conform cu ipoteza,
p € A, contradictie.

Corolar. O multime de numere naturale A, care contine pe a si care, odata cu fiecare n
din A, contine si pe s(n), contine toate numerele naturale mai mari decét a.

Doua multimi E si F se numesc echipotente daca exista o functe bijectiva f :E — F
Se noteazda E[1 F

Proprietate. Fie [1; n+1] un interval din [J . Multimea [1, n+1]\{a}, a€[1, n+1] este
echipotenta cu intervalul [1, n] din [ (adica au acelasi numar de elemente).
Demonstratie prin inductie dupa n. Proprietarea este adevarata pentru n = 1. Presupunem
adevarata pentru n si fie ae[1, n+2]. Daca a = n+2, atunci avem [1, n+2]/{a}L/ [1, n+1], iar
dacd a = n+2, atunci conform ipotezei de inductie, avem [1, n+1]\{a}L [1, n], deci, asociind

pe n+2 cu n+1, avem [1, n+2]\{a}L [1, n+1].

O multime N, care este fie vida, fie echipotenta cu intervalul [1, n] din [J , se numeste multime
finita. Tn al doilea caz, n se numeste numarul elementelor lui N.

Proprietiti.

1. Intervalele [1, n] si [1, p] din [ sunt echipotente daca si numai daca n = p.

2. Orice parte a unei multimi finite este finita.

3. Fie N o multime finita si A o parte a lui N. Daca AL N, atunci A = N.

4. Orice parte finita nevida a unei multimi ordonate are un element minimal.
O multime care nu este finita se numeste infinita.

11



Propozitie. Multimea [] este infinita.
Demonstratie. Presupunem prin absurd ca exista o functe f :0 —[1,n], bijectiva, unde [1, n]

este un interval din [ . Notam A =f ([1, n]). Atunci A J [1, n] si cum Ac[1, n], avem

A = [1, n], contradictie deoarece f fiind injectivda A=[1,n].

1.5. Divizibilitate in [

Fie a, be [J . Vom spune ca a este, prin definitie, divizibil prin b, daca exista ce [J

astfel incat a = bc (notam a|b). Tn acest caz, vom spune ca b este un divizor al lui a sau ci a

este multiplu al lui b.

Proprietati. Daca a,b,c si m,n sunt numere naturale, atunci avem:

1. allsiala;

2. alb<ac|bc;

3.Daca albsi bjc=a]c;

4. albsiblaa=b;

5. alc,bjce= (ma+nb)|c;

6. (a+b)|c,alc=Db|cC

Tn mod evident, relatia de divizibilitate de pe [ este reflexiva, antisimetrica si
tranzitiva, adica multimea [J impreuna cu relatia |, este 0 multime partial ordonata.

Un numar pe [0 , p>2 se zice prim daca singurii sai divizori sunt 1 si p. Cele mai mici
numere prime sunt 2, 3, 5, 7, etc.

Fie doua numere a, be [ . Un numar de [ se numese cel mai mare divizor al lui a si
b, notat d = (a,b), daca:

a) ald si b|d,

b) oricare d’e (] astfel incat ald” si b|d’, atunci d| d".

Daca pentru a, be [ avem (a, b)=1, vom spune despre a si b ca sunt prime intre ele.

Teorema. Orice pereche de numere a, be [J are un singur cel mai mare divizor comun.
Demonstratie. Existenta. Se foloseste algoritmul lui Euclid ce va fi prezentat in capitolul

urmator.

Unicitatea. Fie d1 si d2 doi cel mai mare divizor comun pentru a si b. Atunci di|d> si
dz|d1, deci d1 = do.

12



Exemple: Dacaa =49 si b=35avem: 49=1-35+14 (c1=1, 1, =14),35=2-14+ 7 (c2= 2,
r,=7),14=2-7(c3=2,r3=0) de unde deducem ca (49, 35) = 7.

Daca a = 187 si b = 35 avem: 187 = 5-35+12 (c1 =5, 1, =12), 35 =212+ 11 (c2= 2,
r,=11),12=1-11+1 (cs=1, r3= 1) de unde deducem ca (187, 35) = 1.

Proprietati. Fie a,b,c si p numere naturale. Atunci avem:

1. (a,b) c=(ac,bc)
Demonstratie. Punem (a,b) = d, (ac,bc) = d’. Cum a|d si b|d, avem ac|dc si bc|dc, deci d’|dc;
d’|c,adicad’ = cd” sicumacld’si dc|d’,avem a|d”, b|d”, decid|d”, dc|d’ Prin urmare d’|dc
sidc|d’, adicadc =d".

2. ablcsi(a,c)=1 =blc.
Demonstratie. (a,c) = 1= (ab,cb) = b si cum ab]c si cb|c, avem bc.

3. Dacapprim, p>1 (ap)=1=ajp
Demonstratie. Daca (a,p) = d > 1, atunci, cum p|d, p = d si a|p, contradictie.

4. Fie a,a,,..,a, €] sipprim. Daca a,a,..a, | p=3Jiel] astfel incat a;| p.
Demonstratie. Inductie dupa n. Evident pentru n =1 ,a,| p. Daca aa,...a,|p, atunci din
88,8, | P,(aa,..a, p)=1=2a,,|p.

5. Daca alb, b|c si (b,c)=1, atunci a|bc.

Demonstratie. (ab,ac)=a si cum ab|bc si ac|bc, avem albc.

Teorema. Orice numar natural a > 1 are o singura descompunere intr-un produs de
factori primi diferiti de 1.
Demonstratie. Fie a €[] ,a> 1. Dacda a nu este prim, putem scrie a = bc, cu 1<b<a, 1<c<a.

Prin urmare, repetand si grupand factorii, exista numerele naturale prime p,,..., p, >1, astfel
incat a= pf...p% cuky,....kme [ . Fie a=q;...q" oalta descompunere a lui a intr-un produs
de factori primi diferiti de 1. Din pf...p‘ =q!...q",cum p, |q...q),, conform proprietatii 4,
dg, si putem presupune ¢, |p,, deci G =p, si deci, printr-o numerotare potrivita

g =p,1<i<m,decim=rsi k =p,1<i<m.

Fie a,a,,..,a,€lJ. Un numar natural d astfel ca a|d,1<i<n i

a,|h,1<i<n=d|h se numeste cel mai mare divizor comun al numerelor a,,a,,...,a,
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Un numdr natural m astfel ca m|a,1<i<n si h|a,1<i<n=h|m se numeste cel
mai mic multiplu comun al numerelor a,,a,,...,a,.

Avem relatia: a,a,..a, =md.

Teorema. Multimea numerelor prime este infinita.
Demonstratie. Fie, prin absurd, p cel mai mare numar prim. Se considera numarul n = g+1,
unde q este produsulul tuturor numerelor prime. n nu este prim deoarece n > p, deci exista un

numar prim |, | > 1, astfel incat n|l, ori g|l, prin urmare 1|l, contradictie.
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CAPITOLUL Il. Constructia multimii numerelor intregi

Necesitatea considerarii numerelor negative apare din considerente practice, pentru a
caracteriza marimile ce pot fi socotite in doua sensuri: avere si datorie, spre dreapta si spre
stdnga etc, pentru a modela situatii precum: temperaturi negative, datorii in conturi bancare
etc., dar si din considerente matematice: diferenta a doua numere naturale nu este intotdeauna
definita ca un numar natural. Formulat altfel, nu pentru orice a, b € J ecuatia x + a = Db are
solutii x € [] .

Numerele negative au aparut ca rezultate ale scaderii, ca solutii ale unor probleme, dar
ele nu s-au impus definitiv decat din momentul in care li s-a putut da o interpretare concreta.
Ideea de numar negativ apare, intr-o anumitd masura, la Diofante (sec. III e.n.). El vorbeste de
numere de scazut (negative), spre deosebire de numerele de adunat (pozitive); el da chiar regula
de inmultire a doud numere negative, dar la el numarul negativ nu apare independent, ci ca
scazator.

Numerele negative apar, sub o forma clara, pentru prima data, la algebristii din India.
Ei folosesc aceste numere pentru a exprima lungimile unor segmente de pe aceeasi dreapta,
socotite Tntr-un sens sau altul. Si arabii considerau solutiile negative ca inacceptabile. Nici
primii algebristi europeni nu-1 depiasesc pe Diofante. In cursul dezvoltarii algebrei se
inregistreaza oscilatii. Astfel, Leonardo din Pisa (sec. XIII), intr-o problema de asociatie care
duce la o solutie negativa, considera problema imposibila, dar adauga ca problema ar avea un
sens, daca partea unuia dintre asociati ar fi o datorie. Unii algebristi din sec. al XVI-lea, ca, de
exemplu, matematicianul italian G.Cardano, admit si radacini negative (numere fictive) ale
ecuatiilor (tot el stabileste si regula semnelor), spre deosebire de numerele adevarate, dar
marele algebrist Fr.Vieté (sec. XVII) nu admite solutii negative. Pana si Descartes (sec. XV1lI),
care este considerat ca intemeietorul geometriei analitice, foloseste numai ordonate negative,
nu si abscise negative — deci numerele negative numai ca rezultate, nu ca date, iar literele pot
lua, in general, numai valori pozitive.

Numerele negative au aparut definitiv in matematica abia in sec. al XIX-lea.

2.1. Multimea []

Fie N o multime si R o relatie in N (daca pentru elementele X si y are loc xRy, spunem

ca X sl y sunt echivalente modulo R). Relatia R se numeste relatie de echivalentda daca este

reflexiva, simetrica si tranzitiva. Daca R este o relatie de echivalenta in N si x un element din
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N, multimea x ={y € N | xRy} se numeste clasi de echivalenta a lui x dupa R. Multimea claselor

de echivalenta in raport cu relatia R se numeste multimea cét (factor) a lui N in raport cu R si
se noteazd cu N/R. Deci N/R = { x | x € N}. Functia p:N — N/[1, data de p(x) = X, pentru

orice x e N se numeste surjectia canonica generata de L

Fie R o relatie de echivalenta pe multimea N. Spunem ca submultimea P € N este un

sistem de reprezentanti pentru clasele de echivalenta (modulo R), daca orice element din N este

echivalent modulo R cu exact un element din P. Intuitiv, un sistem de reprezentanti se obtine
,alegand” din fiecare clasa de echivalenta cate un element (,,reprezentantul” clasei respective).
Astfel P este sistem de reprezentanti daca si numai daca VX € N, 3y € P, astfel incat daca xRy

si Vy,z€PdinyRzsaavemy =z.

Tn multimea 0 x[O se definesc o adunare: (m, n)+ (m’, n))= (m+m’, n+n’) si 0
nmultire: (m, n) (m’, n’) = (mm +nn’,m n’+m’n). Aceste operatii binare iau valori in
1 x[], sunt asociative, comutative si inmultirea este distributiva fata de adunare, proprietati
ce se obtin din proprietatile adunarii si Tnmultirii din [ .

Pe multimea [J X [J se considerd relatia binard ~, definita prin:
V(ab),(c,d)e ] x0, (a b)~(c d) < a+d=Db+c. Demonstram ca aceasta este o relatie
de echivalenta.

Reflexivitatea. Evident (a, b) ~ (a, b).

Simetria. Daca (a, b) ~ (c, d), avem ca (c, d) ~ (a, b)

Tranzitivitatea. Fie (a, b) ~ (c, d) si (c, d) ~ (e, ), atunci a+d = b+c si c+f = d+e si

adunénd a+d+c+f = b+c+d+e, rezulta a+f = b+e, adica (a, b) ~ (e, ).

Pornind de la operatiile de adunare si inmultire din [] , se definesc operatiile de adunare
si inmultire pe multimea factor [1 x [J /~, folosind reprezentanti oarecare. Pentru aceasta,
notamcu (a, b) € b x[J /~clasalui(a, b) € I x[1 sicu (c, d)e [J x[ /~clasalui(c, d)

el x[J.

Definim (a, b)+ (c, d)=(a+c, b+d) , unde a+c semnificd suma in [J a numerelor

naturale asi c. Eaeste corect definita. Aceasta inseamna ca, V (a,b), (c,d) €] X[ cu
(@, b) ~ (@, b)si(c d) ~(c,d), atunci (a+ c, b+ d) ~ (&'+ ¢', b'+ d'). Verificarea consta in

aplicarea definitiilor relatiei de echivalenta si a operatiei de + .
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Definim (a,b)-(c,d) =(ac+bd,ad +bc) , unde ac semnifica produsul in [ a
numerelor naturale a si c. Ea este corect definitd. Aceasta inseamna ca,v(a, b),(c, d)e 0 xO
cu (a, b) ~ (a', b") si (c, d) ~ (c', d"), atunci (ac+bd,ad+bc)~(a'c'+b'd",a'd'+b'c").
Verificarea consta in aplicarea definitiilor relatiei de echivalenta si a operatiei -.

Multimea factor [ X[] /~ inzestratd cu adunarea si inmultirea mai sus definite se

numeste multimea numerelor intregi si se noteaza cu | (notatia [] provine de la cuvintul

german zahl care inseamna numar); elementele ei se numesc numere intregi (adica un numar

Intreg este o clasa de echivalenta in raport cu aceasta relatie).

2.2. Adunarea pe [J

Propozitie. Dubletul (77 ,+) formeaza grup abelian (grupul aditiv al numerelor intregi).

Demonstratie. Fie o =(a, b),a'=(a’, b"),a"=(a", b™) din [] . Operatia de adunare definita
mai sus ia valori in [J X[] si este asociativa, adica a +(a'+a") = (a+a')ta”,
YV a,a',ad" €[] sicomutativa, adicda a+ta'=a'ta, Va, a' €.

Elementele (a, a), unde a €[] , formeaza 0 clasa de echivalenta, caci

ot

vx,yel,(x,x) (y,y), iar daca (x,x) U (y,z), atunciy =z. Elementele (a,a) Z 0. Avem «
+0=0+ o = «, oricare « €0 (0 este element neutru la adunare) .

Pentru fiecare « €0 , definim -« clasa de echivalenta a elementelor (b ,a), unde
(a, b) este un element din « . Definitia este corecta, céci dacd (a’, b’) € ¢, atunci

(b,a)~ (b, a’). Avem a+(—a)=(—a)+a =0, oricare a €[], deci -« este opusul lui « .
2.3. inmultirea pe [
Propozitie. ([ , +, - ) este domeniu de integritate (inel comutativ si unitar, fara divizori

ai lui 0).

Demonstratie. Conform celor de mai sus ([ , +) este grup comutativ. Sa demonstram acum ca

(0, -) este monoid comutativ. Fie a = (a, b),a'=(a’, b"),a"=(a", b") din 1 . Operatia de
inmultire astfel definita ia valori in [ x [J

Asociativitatea. Avem a(a'a") = (aa')a",Va, a,a €l

a(@a’)=(ab)@aa+b'b,ab +ba’)=
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=(a(@a +b'b)+b(ab +ba)a(@b +ba)+b(@aa+bb))=

=(aa'a +ab'b' +abb +a'bb,aa b +aab+aab+tbbb) iar (¢ a')a'=

=(aa +bb,ab +ab)a,b)=(@aa +bb)a + (ab +a b)b’, (aa +aa )b + (ab +a b)a’)
= (@a'a +ab'b +a'bb +a'bb, aa b +aa b +aa b+bb'b’), de unde se deduce ci
afwa’)=(ae)e

Element neutru. Clasa de echivalenta (a+1, a) n=0t1, a€l . Daca (a,b) €a, atunci (a,
b)(a+l,a) ~ (a, b),deciavem o -1=1-a= a,V a € .

Comutativitatea. Evident, aa =a e,V ,a €l

Distributivitatea inmultirii fata de adunarea numerelor intregi.

Avem a(a +a’) =(a,b)(a' +a',b'+b")=(a(a'+a")+b(b +b"),a (b’ +b") + b(a +a"))=
=(aa +aa +bb +bb", ab +ab +ba +ba") iar aa +aa =(a,b)@,b’)+ (@ b)@a,b’) =
=(aa +bb',ab +ba ')+ (aa +bb ,ab +ba’)=(aa +bb +aa +bb ,ab +ba +ab +ba’)de
unde a(a +a ) =aa +ac .

Am demonstrat ca (1 , +, - ) este un inel comutativ unitar.

Inelul O nu are divizori ai lui zero. Fie aa =0=(0,0), cu a, a'€l], a# 0 i
(a,b)ea,(a',b)ea’. Presupunem «'#0. Decia#bsia #b’. Fie, de exemplua<bsi
a<b’,decib=a+r,b'=a’+s, r,sel] .Din a a =0, avem cia aa+bb"=ab+a’b, de
unde inlocuind, obtinem aa’+(a+r)(a+s) = a(a’+s)+a’(a+r), adica aa’+ra’+rs = a’a+a’s
contradictie. Deci aar =0

Proprietati.

1. «0=0, Vaell

2. a(-p)=-a p,Va,pel

3. (a)-p)=a p,Va,pell
4. a f=0=>a=0sau g =0, Ve, el
S. a+y=p+y=>a=0,Va,B,y<l]

6

ay=pr,y#0=>a=4, Va, p,y €l

2.4. Relatia de ordine pe [l
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Elementele lui 0 diferite de O sunt multimile de forma {(n+r,r)|nel} sau

{(n,n+s)[nel},unde r,sel

Spunem ca « =(a,b) el] este pozitiv daca a > b, adica daca dr e[1 astfel incat
a=b+r,deci a ={(n+r,n)[nel}

Spunem cd a =(a,b) €] este negativ daca a <b, adica daca Isel] astfel incat
b=a+s, deci a ={(n,n+s)|nel}

Observatii.
1. Orice numar intreg este fie 0, fie pozitiv, fie negativ.
2. Suma si produsul a doua numere pozitive sunt pozitive.

Spunem ca numarul intreg « este mai mic decat numarul intreg g si notam a <f,
daca existd un numar intreg pozitiv y astfel incat a+y = 4.

Proprietate. Relatia < este o relatie de ordine strictd, adica oricare «, 3,y €l] , avem
a « a;daca a<pf,atunci f « «a sidaca a<p, f<y,atunci a<y

Pentru o, f€0 relatia data de o< f < a<f sau a =/ este o relatie de ordine
totald, adica pentru orice o, el], daca y este solutia ecuatiei o+ x= £, in grupul [0 , atunci

fie » =0, fie >0, fie <0, prin urmare fie a=f, fie a>f, fiea<p.

Proprietati. Pentru Ve, 8,y €l , avem:
1. a >0 < aeste pozitiv

2. a <0< «a este negativ
.a<foa+y<f+y

4 a<pBy>0=ar<pyr
S.a<pfy<0=ay>py.

Proprietiti. Fie «, f, 6 €] astfel incat « <. Atunci au loc relatiile:
l-f<a

2. Daca 5>0, atunci ¢ 6<f &

3.Dacd 6<0,atunci a 6> 5 .

Scufundarea lui 0 in [
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Fie functia f:0 —[,f(n)=«, unde « este clasa de echivalenta a elementului
(p+n,n), pell
Oricare m,nel] functia f are proprietatile:
f(m+n)=f(m)+ f(n)
f(mn)=f(m)f(n)
daca m<n= f(m)< f(n)
Prin urmare functia f este injectiva si, deci, putem identifica mell cu f(m)el .
Asadar, feste oscufundarealuid in[.
Multimea numerelor intregi mai mari sau egale cu O se noteaza L , .
Numarul natural a se poate identifica cu clasa de echivalenta a lui (a, 0) (lucru permis
de faptul ca aplicatia care duce a’in (a, 0) este injectivadela 0 la 0 X [0 /~; notam cu —a
clasa de echivalenta a lui (0, a). Prin urmare, putem defini multimea
J={@,0)|ae ] }u{0}u {(0,a)|a€e I }, multime ce este sistem de reprezentanti adica
daca a>b, atunci (a, b) ~ (a—b, 0), iar daca a < b, atunci (a, b) ~ (0, b—a). Deci, putem scrie:
0 =0 u{0}u{—alael }.
Tinand cont de acestea, putem scrie pe 0 sub forma {0, £1 , £2, ....}. Notam
0" =0\{0}.
Propozitie. Multimea [] este numarabila (adica exista o bijectie intre [J si [1 ).
Demonstratie. Tinand cont de faptul ca functia f:[0 —0, f(n)=a este injectiva si din

scrierealui0 =0 U{0}u{—-a|a€e },avem ca f este bijectiva, adica J este numarabila.

2.5. Divizibilitatea in U

Functia valoare absoluta (sau modul) se defineste astfel:

X,daca x>0
IX: 0 — 0, |X=

—X,dacax <0
Avem x<x|,|-xH x|, vxell .
Proprietiti.
1. |[X20,|x|=0<x=0,vxell

2. | x+y[gx|+|yl, VX yell
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3. | xyHx|lyl,¥x,y ell . Daca y =0, atunci

x| _ x|
i

Fie a, be 0 .Vom spune ci a este, prin definitie, divizibil prin b, dac existd ce [ |
astfel incat a=bc (notam a|b). Tn acest caz, vom spune ca b este un divizor al lui a sau ci a este
multiplu al lui b.

Daca a|b si a=0, atunci |a| > |b|.

Se verifica imediat ca daca a, b, ce [1 , atunci :

1. Reflexivitatea: ala (a# 0)

2. Daca a|b si bla, atunci a = +b (deci in I relatia de divizibilitate nu mai este
antisimetrica).

3. Tranzitivitatea. Daca a|b si b|c, atunci alc.

4. alb<ac|bc;

5. alc,b|c<= (ma+nb)|c;

6

(a+b)|c,alc=b|c

Definitie. Un inel integru A impreuna cu o functe f: A—[J se numeste inel euclidian

daca au loc urmatoarele doud proprietati:
E1: Oricare ar fi elementele nenule a, b € A, astfel incét a sa divida pe b, rezulta f(a) < f(b).
E2. Pentru oricare a, b € A, b # 0 exista q, r €A, astfel incat a =bq + r, unde r =0 sau
f(r) < f(b).

1 este inel Euclidian (inelul 11 impreuna cu functia modul verifica E1 si E2), adica
are loc:

Teorema (impartirii cu rest in [J ). Pentru orice numere intregi a, b, cu b # 0, exista
numerele intregi c, r, astfel incdt a=bhc +r, cur =0sau |r| < |b|. Daca se impune si r > 0,
C si I sunt unic determinate cu aceste proprietati.
Demonstratie. Existenta. Se considera multimea numerelor |a - bm|, unde m € [ si fie |a - buy|
cel mai mic element al acesteia. Sa punem h = a - bu. Atunci |h|<|bj, caci daca, prin absurd,
Inh|] > |b|, atunci fie |h - b| < |h|, fie |h + b| < |h|, prin urmare fie |a - (u+1)b| < |h|, fie
|a - (u-1)b|<|h|, contradictie, caci a - (u+1)b si a - (u-1)b sunt numere intregi. Astfel, luand
r=hcand h>0 si r = h+|b| cAnd h < 0, cererea din enunt este satisfacuta.

Unicitatea. Fie a = bc, + 1, si a =bc, + 1, cu (1) 0<r,<|b|,ie{L2}si, prin

absurd, ¢, #¢,. Atunci b(c, —c,) =1, —1,, deci [b|<|r, — 1|, in contradictie cu (1).
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Fie doua numere a, be 0, nenule. Unnumarde J se numeste cel mai mare divizor al lui a
si b, notat d = (a,b), daca:

a) ald si bjd,

b) oricare d’e O astfel incat. ajd” si b|d’, atunci d| d’.

Daca pentru a, be 1 avem (a, b) = 1, vom spune despre a si b ca sunt prime intre ele.

Teorema. Orice pereche de numere a, be [ diferite de O are un singur cel mai mare
divizor comun.

Demonstratie. Existenta. Conform teoremei impartirii cu restavem a = bc, + r,, 0<r, </b|
Daca ,>0,avem b =1c, +1,, 0<r,<r. Daca r,>0, avem I, = rc, + I, 0<r,<r,.

Existd un numar natural n astfel incat r_, = rc., + I, unde r,=0. Atunci r,_|r,, deci

n=n+l n+l?
r,="r.c, + 1, r,|r etc, blr, si alr,. Reciproc, daca alh si b|h, atunci din relatiile
precedente obtinute din impartiri succesive cu rest, obtinem I, | h, prin urmare r, = (a, b)

Unicitatea. Fie d1 si d2 doi cel mai mare divizor comun pentru a si b, Atunci di|d2 si
dz|d1, deci d1 = d2.

Succesiunile anterioare de impartiri cu rest poarta numele de algoritmul lui Euclid.

Corolar. Oricare a,b €1 avem (a,b)=1 cand si numai cand Ir,s el astfel incat
ar+bs=1

Demonstratie. Din algoritmul lui Euclid avem ca I, =a-bc,, r,=a(-c,)+b(l+ccC,) etc,

deci [ =au+bv, uveD .
Numerele prime in [ se definesc ca fiind acele numere intregi p cu proprietatea ca
p eé{—l,O,l}, iar singurii divizori ai lui p sunt 1, £p. Evident, numerele prime din [J sunt

numerele de forma tp, cu p22 numar primin [J .
Aplicatie. Orice numar intrg prim p >2 este de forma p= 4k+1 sau p= 4k+3 unde k > 0.
Solutie. Tntr-adevar, din teorema impartirii cu rest, p are una din urmatoarele forme: p= 4k, p=
4k+1, p= 4k+2, p= 4k+3. Cum p este prim si p >2, atunci nu poate avea decat forma 4k+1 sau
4k+3.

Teorema Tmpartirii cu rest are un rol esential in aritmetica lui [] si, drept consecinta,
inca doua teoreme fundamentale in [ :

Teorema. Orice ideal al lui [1 este principal (adica de formanll ,cune [1).
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Teorema fundamentala a aritmeticii (Teorema de descompunere unica in factori primi).
Orice numar intreg nenul si neinversabil se poate scrie in mod unic ca un produs finit de numere
intregi prime (unicitatea fiind inteleasd pina la ordinea factorilor si la o asociere a lor in
divizibilitate).

Numim ideal al inelului (Z, +, -) orice submultime nevida P c[J astfel incat:

i) Daca x, y<P, atunci x - yeP

ii) Daca x<P si be L) |, atunci bxe P.

Propozitie. Fie P ] un ideal. Atunci exista de] {0} astfel incat P =d[] .
Demonstrayie. Daca P={0}, atunci d = 0. Presupunem ca P .{0}. Atunci exista xeP, x. 0. Daca
x>0, atunci xe [ , iar daca x<0, cum P este un ideal, -x<P si atunci -xe< [] . Tn concluzie PN
[J +¢.Putem alege dePNJ ca fiind cel mai mic element din PN[J si sa demonstram ca P =
dl] . Cum deP si P este ideal al inelului [1 , incluziunea dlJ — P este imediata. Fie acum ac
P. Conform teoremei impartirii cu rest, putem scriea =cd + r, cu
c, re [l si 0<r<d. (caci del] ). Scriind r = a - cd cum a,d<P deducem ca r<P. Datorita
minimalitatii lui d deducem ca r = 0 si astfel a = cdedl! , de unde si incluziunea inversa
P —d[] , care ne asigura egalitatea P = d[] .

Fieacll ,nenulsiped , p22, un numar prim. Tn mod evident, exista ke [ astfel incat
alp¥si a)pk*! (altfel zis k este cel mai mare numar natural cu proprietatea a|p¥).

Convenim sa notam k= op(a) si sa-1 numim ordinul sau exponentul lui p in a. Daca
a=0vom lua 0p(0)=- =, iar op(a)=0 <=>p | a.

Propozitie. Orice numar natural nenul se scrie ca un produs de numere naturale prime.
Demonstratie. Fie A multimea numerelor naturale nenule ce nu se scriu ca produs de numere
naturale prime. Daca prin absurd propozitia nu ar fi adevarata, atunci A= ¢ si multimea A va
contine un element minimal x. Tn particular, x >1 si cum x nu este prim putem scrie x=m:n cu
1<m, n <x. Cum m, n<x, iar x = infA, deducem ca m, n¢A, deci m si n se scriu ca produse de
numere prime. Atunci si X = m:n se scrie ca produs de numere prime-absurd . Deci A=¢ si cu

aceasta propozitia este demonstrata.
Corolar. Pentru orice nell * exista numerele intregi prime ..., P, astfel Tncat

n=ps...p%CU Ki...kmell . Acest lucru se mai scrie n=(-1)*™ [ p*®,&(n){0,1},
szpzrim
(dupa cum n este pozitiv sau negativ), iar exponentii e(p) sunt numere naturale numai pentru

un numar finit de p-uri
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Lema. Daca a, b, ce Ll | astfel incat (a, b)=1 si a|bc, atunci ac.

Demonstratie. Intr-adevar, cum (a, b) = 1 exista r, se [ , astfel incat ra+sb = 1, de unde
¢ =rac+sbc. Cum a|bc si ajarc, deducem ca a|(rac+sbc), adica alc .

Corolar. Daca p, a, be[] astfel incat p este prim si p|ab, atunci p|a sau p|b.
Demonstratie. Intr-adevar, singurii divizori ai lui pin [J sunt £1, £p. Atunci (p, b) = 1 sau p|b.
Daca p|b totul este Tn regula, iar daca (p, b)=1, atunci se aplica lema anterioara.

Corolar. Presupunem ca p, a, beZ iar p este prim. Atunci op(ab) = op(a)+ 0p(b).
Demonstratie. Daca o, =0p(a), S =0p(b), atunci a=p < c si b=pAd, cu pfc sipjd. Atunci

ab=p~ + P cd si cum pJcd, deducem ca op(ab)= . + B =0p(a)+0p(b).

Teorema fundamentala a aritmeticii. Pentru orice numar intreg nenul n, exista o

descompunere a lui Tn factori primi n= pk.. pk cu exponentii Ki,...km Tn mod unic

determinati de n.
Demonstratie. Scrierea lui n sub forma din enunt rezulta dintr-un Corolar anterior. Probam

unicitatea acestei scrieri. Aplicand pentru un numar prim g, oq In ambii membrii ai egalitatii

n=(-D)"™ T p*P,&(n) €{0,1} ,obtinem: 0, (n)=&(n)o, (—1)+Ze(p)oq(p) Jdar o (~1)

p>2

p prim
. 0,p#q 3 .
=0si 0,(p) = Lp=q’ de unde deducem ca e(q)=04(n), deci, astfel, teorema este
demonstrata.

Corolar. Pentru orice ne[J exista si sunt unice numerele prime distincte Py;..., Py, si
numerele naturale ks, ...,kme U astfel incat n = pk .. pk (spunem ca aceasta scriere a lui n este

descompunerea lui n n factori primi)
Corolar. Fie a, b, ¢, n €[] astfel incat (a,b)=1 si ab=c". Atunci exista x, y €[] astfel
incat. a=x" si b=y".
Teorema (Legendre). Daca nel] iar p este un numar prim, atunci exponentul lui p in
n : . . -
n! este dat de Z {—k} (unde [x] reprezinta cel mai mare numar intrg mai mic sau egal cu x)
ke ™

Demonstratie. In mod evident exponentul e, al lui p n n! este dat de e, =1k +2-K, +...,

unde ki este numarul numerelor luate dintre 1, 2, ..., n care se divid cu p dar nu cu p?, k. este
numarul numerelor luate dintre 1, 2, ..., n care se divid cu p? dar nu cu p?, etc.

Sa calculam acum un ki . Numerele ce se divid prin p' dintre 1,2, ...,n sunt
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1-p', 2-p', ..., ti-p', cu ti-p'sn< (ti+1)-p', deoarece daci j este luat dintre 1,2,..,n si p'[j avem
n
pl

dintre 1, 2, ...,n care se divid cu p"** se afla toate printre numerele luate dintre 1, 2, ...,n care

: : n
j=tp'sicum1<j<navem 1l <tp'<n. Dar £F<ti +1, deci t { } Numerele luate

se divid cu p'.
Daca din numerele luate dintre 1, 2, ...,n care se divid cu p' (ce sunt in numar de t )

extragem toate numerele luate dintre 1, 2, ...,n care se divid cu p'** (ce sunt in numar de

t,, = {T}) obtinem numai numerele luate dintre 1, 2,...,n care se divid cu p' dar nu se divid

cu o putere mai mare a lui p (deoarece nu se divid cu p™*?).

Conform celor de mai sus numarul acestora este egal cu ki = ti-tj+1.

Avem deci e, =1-(t1—t2)+2-(t2—t3)+...=tl+t2+...={%}+{%}+... (aceasta suma

- . o . . |'n
este finita deoarece va exista un ke[l astfel incat p* <n < p*** si atunci {—S} =0, pentru
p

orice s > k+1).
2.6. Congruente pe []

Fie n €0, n 22 un numar fixat. Vom spune ca a, b <[] sunt congruente modulo n

daca a - b este divizibila prin n ; Tn acest caz scriem a =b(n).

Propozitie. Relatia de congruenta modulo n este o echivalenta pe [1 compatibila cu
operatiile de adunare si inmultire de pe [1 (adica este o congruenta pe inelul (L] , +, -)).
Demonstratie. Faptul ca relatia de congruenta modulo n este o relatie de echivalenta pe [ se
probeaza imediat. Pentru a proba compatibilitatea acesteia cu operatiile de adunare si inmultire
depe [l ,fiea,b,a’ b’cll astfel incat a=b(n) si a’=b’(n), adica a-b=kn si
a’-b’=k'n,cuk, k’cll . Atunci a+a’- (b+b") = (k+k")n, adica a+a’=b+b’(n) si scriind
aa’-bb'=a(a-b")+b’(a-b) = ak'n+b’kn = (ak+b 'k)n, deducem ca si aa’=bb(n).

Pentru xe [l vom nota prin X clasa de echivalenta a lui x modulo n. Deoarece resturile

Tmpartirii unui numar oarecare din [1 prinnsunt0, 1,...,n-1, se deduce imediat ca daca notam
multimea claselor de echivalenta modulo n prin [, atunci U, 2{0,1,---,0—1}, jar pentru
ke{0,,...n-1}, avem Izz{k+nt|teD}.
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Pe multimea L, se definesc operatiile de adunare si Tnmultire, astfel:
X+Y=X+Y,Xy =Xy

Propozitie. (U, , +, -) este inel comutativ Tn care unitatile sale sunt
uld,  + )={%xel, [(x,n)=1}.
Demonstrayie. Elementul neutru la adunare este 0 iar —X=N—X. Elementul neutru fata de
tnmultire este 1. Daca K€U ([ ,), 3y €l astfel incat 8§ =1< xy =1< xy—1|n, de unde
xy) =1
Exemplu.U(U,,) = {i,é, 7,11}

Observayie. Daca pentru un numar natural n = 1 definim ¢(1) = 1, iar pentru n22,

¢(n) = numarul numerelor naturale m<n astfel incat (m, n)=1, atunci |U @ n)| = o(n).

Functia ¢: [ —[ definita mai sus poarta numele de indicatorul lui Euler.

Corolar. (I, +, -) este corp <> n este prim.
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CAPITOLUL I11l. Constructia multimii numerelor rationale

Tn cele mai vechi documente matematice, Tncepand cu manuscrisul lui Ahmes (Egipt,
sec. XX-XVII i.e.n.), se trateaza calculul cu fractii. Explicatia acestui fapt consta in nevoia de
a masura marimi continue (lungimi, suprafete etc). Desi erau cunoscute Incd din antichitate,
fractiile nu au fost considerate numere, decat foarte tarziu, in Evul Mediu. Vechii egipteni
foloseau fractiile la Timpartirea terenurilor agricole si a cantitatilor de cereale. Nici vechii greci
nu considerau fractiile ca numere, ci ca marimi, fiindca pentru ele aveau ca model impartirea
numerelor naturale exprimate fie prin lungimi de segmente, fie prin cantitati. Teoria fractiilor
s-a consolidat, Tnsa, abia pe la inceputul secolului al XVI-lea.

Introducerea lui [ este motivata, printre altele, de imposibilitatea efectuarii unor
impartiri in [| . De exemplu, nu este definit rezultatul (catul) impartirii lui 3 la 2; altfel spus,
ecuatia 3X = 2 nu are solutii In [ . Genelalizand, daca b, a € [ si a nu se divizibil prin b,
ecuatia bx = a nu are solutii in [] . Apare ideea (similara cu aceea de la constructia precedenta

alui [J )dea introduce o noua multime de numere (numerele rationale) ca fiind ,,toate caturile

posibile de numere intregi”.

3.1. Multimea [

Se considerd multimea [ x[J", iar elementele ei (a, b) se vor desemna prin %. Pe

a c_ad+ch

multimea [ x0" se definesc adunarea: g ac_ac

si inmultirea: =—. Ele iau
b d bd

valori in (1 x[J”, caci inelul [ nu are divizori ai lui 0, sunt asociative, comutative si inmultirea
este distributiva fata de adunare.
Tn multimea 0 x["se considera o relatie definita astfel: V (a, b), (c, d) € O x0",
(a, b) ~ (c, d) & ad = bc. Aceasta este o relatie de echivalenta, caci, avem evident ca
(a, b) ~ (a, b), daca (a, b) ~ (c, d) , atunci (c, d) ~ (a, b) si daca (a, b) ~ (c, d) si
(c, d) ~ (e, f), atunci ad = bc si cf = de, deci adf = bcf = bde si deci af = be, (a, b) ~ (e, ).

O clasa de echivalenta (un element al multimii [] x[J"/~) este notat(d) cu a/b sau % si

este numit(a) fractie; a este numaratorul, iar b este numitorul fractiei a/b. Fractia

% b0 se numeste ireductibila cand (a, b) = 1.
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Prin urmare %D §<:> ad =hc

Notdm cu » € 0 x[0"/~ clasa de echivalenta a lui %e Ox0'sicu ¢ € 0x07/~ clasa

de echivalenta a lui % € 0 x0". Definim adunarea: ~ + ' este clasa de echivalenta a fractiei

% +§ si inmultirea: aa' este clasa de echivalenta a fractiei % g Ele sunt corect definite.

Verificarea consta in aplicarea definitiilor relatiei de echivalenta si a operatiilor de
. +” sl b ”.

Multimea fractiilor (multimea cat [1 x[1"/~), inzestrata cu cele doua operatii binare se

numeste multimea numerelor rationale si se noteaza cu [ (de la initiala cuvantului quotient,

care inseamna cat, atat in engleza cat si in franceza), iar elementele sale se numesc numere

rationale. Asadar un numar rational este o clasa de echivalenta. Notam 1 *=r1 \{0}. Oricare

ar fi numarul intreg a, clasa de echivalenta a lui % este formata din fractiile M men”.
m

3.2. Adunarea si inmultirea pe [

Pornind de la operatiile de adunare si inmultire din [ , s-au definit operatiile de adunare
si inmultire pe [] =0 x[1"/~ folosind reprezentanti oarecare.
Propozitie. (O ,+,-) este corp comutativ.

Dmonstratie. Evident adunarea in 0 iavaloriin O , este asociativa si comutativa. Fie 0 clasa

de echivalenta a lui % atunci Vo el , & +0 =0+ = & . Desemnand prin - .. clasa de

echivalenta a lui _Fa’ unde %este un element din gell,avem X +(-&X) = (- )+ X =0.

Deci - este opusul lui . relativ la adunarea numerelor rationale.

Prin urmare [ formeaza fata de adunare grup comutativ.

Inmultireain 0 iavaloriin 0 , este asociativa si comutativa. Fie 1 clasa de echivalenta

a lui % atunci veell , @ 1 =10 = O . Desemnand pentru fiecare & = 0, €[J , prin 1 clasa
(24

de echivalenta a lui b , unde % ¢ & (b=0deoarece = 0), avem
a
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=1lg-= 1, deci L este inversul lui & relativ la inmultirea numerelor rationale.
(24

a

a

IS

Prin urmare multimea I formeaza fata de inmultire un grup comutativ.
Cum inmultirea in [0 este si distributiva fata de adunare, avem ca [J este corp

comutativ.

1 *
Elemenul = o el " se noteaza o™.
(04

3.3. Relatia de ordine pe O

Fie @ €0 , & clasa de echivalenta a lui % cuaell , bell *. O este, prin definitie,

pozitiv, cand ab > 0 si & este negativ atunci cand ab < 0. Orice numar rational este fie 0, fie
pozitiv, fie negativ.

Spunem ca numarul rational & este mai mic decat numarul rational £, si notam
Q < B, daca exista un numar rational pozitiv y astfel incat & + = 3.

Proprietate. Relatia < este 0 relatie de ordine stricta, adica oricare «, 3,y €1 , avem
a tasidacd o< g, atunci g ¢ o sidacd o < B, B<),atunci o <y

Pentru ., B €l relatia datdi de a<p< a<pBsaua=p este o relatie de ordine
totala (reflexiva: o <a, antisimetrica: daca o <fsi f<a, atunci o=/ si tranzitiva: daca
a<pB si B<y,atunci a<y), adica pentru orice «, <, daca yeste solutia ecuatiei, in
corpul 0 , e +x= g, atunci fie y=0, fie y>0, fie y<0, prin urmare fie o, = g, fie o > g, fie
a<p.

Observatie. Multimea 0 , impreund cu adunarea, inmultirea si relatia de ordine este un

corp total ordonat.
Proprietiti. Pentru v, B,y el , avem:
. a>0< aeste pozitiv
. a <0< o este negativ

Ca<pfoa+ry<pf+y

1

2

3

4. Dacd ¢ >0,8>0=a$>0
5. Dacd a< B,y>0=ay<pfy
6

ca<pfBy<0=ay>py
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Proprietiti. Fie o, 5,y < astfel incat o < g . Atunci au loc relatiile:
L -f<-—«

2. Daca 0>0,atunci o 0< B0

3. Daca §<0, atunci & 6> 36 .

Scufundarea lui [J Tn M
Fie functia f :lJ — L1, f(p) =§, pel .Oricare p,qeld functia f are proprietatile:

f(p+a)="f(p)+f(a)
f(pa)=f(p)f(a)
dacd p<g= f(p)< f(Q)

Prin urmare functia f este injectiva si deci putem identifica pe cu f(p) el . Asadar

f este o scufundare a lui [ in 7 .

Multimea numerelor rationale mai mari sau egale cu 0 se noteaza L , = {a el |a> O}

Proprietate. Oricare ar fi numarul rational r, exista un numar natural ncun >r.
: 5 - p
Demonstratie. Presupunem ca r >0 si fie I'= a, p,qell,p>0,9>0. Deoarece

pg=p=p=r
Proprietate. Pentru oricare a,b 01 , exista o infinitate de numere rationale cuprinse
intre a si b.

ma+nb
— <
m+n

Demontratie. Ym,nell ,a < b

Proprietate. Nu orice submultime nevida majorata a lui [ are margine superioara,
adica relatia de ordine pe [ nu este totala.

Demonstratia se va face in capitolul urmator.

Propozitie. Multimea [ este numarabila.

Lema. Ecuatia X*>=2 nu are solutii in [J .
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Demonstratie. Presupunem ca ar existd un numar rational al carui patrat sa fie egal cu 2, adica
a ? a 2

Jaell,ben*(ab)=1 astfel incat (Bj =2. Din (Bj =2=a’=2b%, adica a’[2=a2=>

a=2k,k €] . Egalitatea devine 4k® =2b* = 2k?® =b?, ceea ce inseamna ca b|2. Deci a si b

sunt divizibile cu 2 ceea ce contrazice afirmatia (a, b) = 1.

3.4. Reprezentarea unui numir rational sub forma de fractie zecimala (periodica)

De obicei, in practica se foloseste reprezentarea (scrierea) numerelor rationale sub

9 I S . a . .
forma de fractii zecimale, adica orice numar rational 5’ cu a=>0 sib >0 se reprezintd cu

ajutorul algoritmului de impartire, sub forma unei fractii zecimale finite sau infinite. Putem

scrie % =a,,a,a,..., unde ao se numeste partea intreagd a lui % viar 0,88, ... partea fractionara

asa. Numerele a,,a,,...€ {0,1, ey 9} . O fractie zecimala infinita d;,d,d,...se numeste periodica

daca exista numerele naturale k si p astfel incadt an+p=an, Vn>k. Se noteazd

a,, 38,3, ; (88,2, , ;) - Multimea cifrelor scrise in paranteza se numeste perioada. Daca

k=1 avem fractie zecimala periodica simpla; in caz contrar avem fractie zecimald periodica
mixta. Fractiile zecimale finite, prin adaugarea de zerouri, pot fi considerate fractii zecimale

infinite periodice.

Fie fractia % ,a>0 si b>0. Daca fractia este supraunitara, impartind pe a la b putem
scrie a=bg+r,cu 0<r<bsiatunci %: q +% , astfel ca se continua studiul lui & cu L

care este subunitara; convenim sa scriem % = q% . De exemplu 271 = 5%.

Daca numarul rational %,b = 0 este negativ (folosind regula semnelor putem lua a
negativ si b pozitiv), atunci putem scrie a =bq + r, cu 0 <r < b si atunci %z q+ % unde q
este un numar ntreg (partea intrega) si % este un numar rational nenegativ mai mic decat 1

(partea fractionara). De exemplu —%1 =—7 +% (-31=-7-5+4); _g = —1+; (-3=-1-7+4).
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Teorema. Orice numar rational se reprezinta in mod unic sub forma de fractie zecimala

infinita periodica, cu perioada diferita de 9.

Demonstratie. Fie aell . Atunci @=2a,+a’', unde ap este parte intregd a lui a iar

a'ell ,,a'<l. Daci a’ se reprezinta sub forma de fractie zecimald periodica, care nu are

perioada 9, atunci si a se reprezintd sub forma de fractie zecimala periodica, care nu are

perioada 9, Tn care partea intrega este ap si partea fractionara este a’. Asadar, este suficent sa

consideram numerele rationale % , pentru care 0< % <1. Fie % (a=0 si b>0) un astfel de

numar rational. Prin algoritmul de impartire a lui a la b sunt posibile resturile: 0,1,...b-1, deci
dupa cel mult b pasi ai algoritmului se repeata unul dintre ele adica vom avea o fractie zecimala
periodica. Sa aratam ca fractia zecimala periodica nu poate avea perioada 9. Daca, prin absurd,
fractia ar avea perioada egala cu 9, atunci prin algoritmul de impartire, am ajunge la un momnt
dat la un rest r, care inmultit cu 10 si impartit la b sa se obtina un cat egal cu 9 si restul sa fie

r.Dec 10r =b-9+r,r <b=9r =9b = r =b, contradictie cu ipoteza r<b.

Numarul rational %,a ell,bel’, se poate scrie sub forma de:

a) fractie zecimala finitd (infinita periodica cu perioada egala cu 0) daca b=225" (numarul de
zecimale este egal cu cel mai mare dintre numerele a si b).

Exemplu: a=3,b= 40,E 3 0,075
b 40

b)fractie zecimala periodica simpla daca b este prim cu 10 (adica b descompus in factori primi
nu are nici pe 2 nici pe 5 ca factori).

Exemplu: a=8,b= 21,% - 2% —0,380952380952... = 0, (380952)

c)fractie zecimala periodica mixta daca b = 235°p™q".... (adici b descompus in factori primi are
si alti factori Tn afara de factorii 2 sau/si 5).

Exemplu: a=5,b = 24,% - 2—54 — 0,20833... = 0,208(3)

32



CAPITOLUL IV. Constructia multimii numerelor reale

Necesitatea introducerii numerelor intregi si a celor rationale este aproape evidenta din
experienta imediata. Nu acesta este cazul numerelor reale, care au aparut din ratiuni mai
profunde. Descoperirea de cédtre matematicienii Greciei antice cd diagonala patratului de

lungime 1 nu poate fi exprimata ca un raport de numere ntregi (in termeni moderni, /2 &0

, adici ecuatia X>=2 nu are solutie rationali) a condus la o adevirati crizi a stiintei si filozofiei
in acea vreme. Insuficenta corpului numerelor rationale poate fi uneori suplinita gasind numere
rationale care sa verifice ,,cu aproximatie” relatiile considerate, adica, gasind, de exemplu,
pentru ecuatia X>=2, numere rationale al ciror patrat sa fie apropiat de 2.

Imaginea intuitivd cea mai simpla despre [ , care reflectd cel mai bine structura de
ordine, este cea a punctelor de pe o dreaptd, axa numerelor (alt concept abstract, dar mai
accesibil gandirii), unde s-a fixat un punct O (originea, corespunzand lui 0) si un alt punct U,
diferit de primul (corespunzator lui 1 si avind rolul de a fixa unitatea de masura pe acea
dreaptd). Orice numar real corespunde in mod unic unui punct de pe dreaptd. Se contureaza
astfel ideea intuitiva cd numerele reale ,,pot masura orice distantd”.

Primele dovezi privind existenta numerelor reale (irationale) Ti sunt atribuite lui
Pitagora (de fapt, lui Hippasus de Metapontum). Povestea spune ca Hippasus a descoperit
numerele irationale, atunci cand ncerca sa reprezinte radacina patrata a lui 2 ca o fractie, dar
Pitagora nu a putut sa accepte existenta numerelor irationale, chiar daca nu a putut infirma
existenta lor, prin logica, asa ca 1-a condamnat pe Hippasus la moarte prin Tnec.

Dupa recunoasterea, in secolului al XVI-a, a numerelor negative si fractionare,
urmeaza, prin secolul al XV1I-lea, ca matematicienii sa foloseasca notatia actuala pentru fractia
zecimala. Abia n secolul al X1X-lea matematicienii au intreprins studiul stiintific al numerelor
irationale. Elaborarea notiunii matematice de numar real a constituit un proces lung, sinuos,
incheiat in jurul anului 1872 prin lucrarile matematicienilor K. Weierstrass,

E. Heine, G. Cantor si R. Dedekind. Metoda Weierstrass (constructia zecimala) a fost complet
stabilita de S. Pincherle (1880), iar a lui Dedekind (constructia prin tdieturi) a primit o
importantd suplimentard prin munca ulterioara a autorului (1888). Metoda lui Weierstrass,
Cantor si Heine se bazeaza pe teoria privind seriile infinite, in timp ce metoda lui Dedekind se
fondeaza pe ideea de taiere/separare a numerelor rationale in doua grupuri cu anumite
propietati. Constructia folosind sirurile Cauchy prezintd avantajele elegantei si rapiditatii,

folosindu-se si la alte constructii importante: completatul unui corp normat oarecare,
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completatul unui spatiu metric, completatul unui spatiu vectorial normat. Toate cele trei metode
vor fi prezentate in cele ce urmeaza.

Lemi. Ecuatia x>=2 nu are solutii in [ .

Demonstratie. Presupunem ca ar exista un numar rational al carui patrat sa fie egal cu 2, adica
aY ay
Jael,bel* (a,b)=1 astfel incat (Bj =2. Din (Bj =2=a’=2b% adica a’[2=a2=>

a=2k,k el . Egalitatea devine 4k* =2b* = 2k* =b?, ceea ce inseamna ca b|2. Deci a si b

sunt divizibile cu 2 ceea ce contrazice afirmatia (a, b) = 1.
4.1. Constructia lui [J prin taieturi

Se numeste taietura in O un cuplu (I, 1) de multimi disjuncte de numere rationale,
astfel ca: a) Va,a'e] cua'<a,daciac| atuncia'e |

b) VA A'ell cuA<A', daciAe Il atunci A'e I
c) Vrell”,3a el siA ell astfel incat A —a, <r

Multimea | (respectiv 1) se numeste prima clasa (rspectiv a doua clasa) a taieturii.
Conform c) I si Il nu sunt vide.

Daca s este o taietura In [ , un numar rational c este, prin definitie, clasat prin raport
las, daca fie c apartine primei clase a taieturii, fie ¢ apartine celei de a doua clasa a taieturii.

Exemplu. Multimile | ={aell |a<2},1l ={Ael | A> 2} formeazi 0 tiietura in Q,

deoarece r < *,3a,, A <01 astfel ca 2—%<a1<2<A1<2+%, prin urmare

A-a<racelsiAell.
Lema. Fie | si 1l doua multimi nevide, disjuncte a caror reuniune este Q. Daca sunt
indeplinite conditiile a) si b) din definitia taieturii, atunci | si Il formeaza o taietura in Q.

Demonstratie. Trebuie sa demonstrdm conditia C). Fie rcr” si ael,Aell. Daca

d=A—a,%(A+a)elsau %(A+a)e|l . Daca %(A+a)e|,luénd aizé(A+a)el,A1=A
1 a1 A 1
avem a, e |, A e II,Al—alzi(A—a).Cand §(A+a)€ I, luand AI=E(A+a),a1=a,avem

aieI,Alell,Al—aizé(A—a). Repetand, se obtin a2 si Az astfel ca

34



1 d
el AcllA-a,="(A-a)=

, prin urmare a n-a oara se obtin an si An astfel ca

d d d :
anel,Aqell,Aj—anzg.Dar 5|p€D,E<I’:>2—p<r,deundeconclu2|a.

Proprietate. Daca s este 0 taietura In Q avem ca pentru vael,Aell, a<A
Demonstratie. Daca a> A= a e ll, contradictie deoarece | si Il sunt disjuncte.

Proprietate. Exista cel mult un numar rational neclasat prin raport la s
Demonstratie . Presupunem prin absurd ca daca |1 si Iz, 11<I, nu sunt clasate, atunci conform
cu a) si b) din definitia taieturii, Vael,Aell >a<l <l,< A= A-a>l,-| , in contradictie
cu c).

Proprietate. Daca | nu este clasat prin raport la s, atunci
| :{aeD |a<|},|l ={AED [ <A}

Demonstratie. Presupunem ca toate numerele rationale sunt clasate prin raport la s.
Atunci fie | are un cel mai mare element si Il nu are un cel mai mic element, fie | nu are un cel
mai mare element si Il nu are un cel mai mic element. Daca prin absurd, ao (respective Ao) este
cel mai mare (respectiv mic) element al lui I (respectiv Il), atunci pentru orice a < | si
Acll, A—a2A-a,>0.

O taietura s Tn O , prin raport la care toate numerele rationale sunt clasate si astfel ca

I nu are un cel mai mare element iar 11, un cel mai mic element, se numeste taieturd de speta a

doua. O taietura care nu este de speta a doua se numeste taieturd de speta intai.

Exemplu. | este multimea numerelor rationale negative, O si numerele rationale pozitive a cu

a’<3, iar Il este multimea numerelor rationale pozitive A, cu A>>3, a’ din [ cu a’< a, acl.
Daci a’ <0, atunci a’el, iar daci @’ > 0, atunci, cum a ? < a?< 3, de asemenea a’<l, conditia
b) din definitia taieturii este si ea verificata si cum I U1l =0 , caci nu existd Un numar rational
rcur?=3, | si Il formeaza o taietura in 11 . Aceasta este o taietura de speta a doua. Intr-adevar,

fie, prin absurd, ao cel mai mare element al lui I, atunci cum 52 < 3, exista un numar natural n
2
A 1 : 1
astfel incat | a, +— | <3, prin urmare a, +ﬁ >a, .
n

Fie r un numar rational. Cuplurile {aell |[a<r} si {aell |[A>r}, {acl) |a<r}

si {ael |A>r},{acl |a<r} si {acO |A>r} sunttaituriin ] , determinate de r, de prima

spetd. Oricare ar fi numarul rational ¢, daca c se afla in prima clasa (respectiv a doua clasa) a
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uneia din taieturile determinate de r, atunci ¢ <r (respectiv ¢ >r). Reciproc, orice numar
rational ¢, c<r (respectiv c>r) se afla in prima clasa (respectiv a doua clasa) a fiecareia din
taieturile determinate de r. Astfel, oricare ar fi numerele rationale | si /’, daca

I/, atunci taieturile determinate de | si [’ sunt, doua cate doua, diferite, caci pentru /<[’ de

pilda, fie ce I cu I<c<!/’, c se afla in a doua clasa (respectiv in prima clasa ) a fiecareia din

taieturile determinate de | (respectiv /°), iar prima clasa si a doua clasa a unei taieturi sunt
disjuncte.

Propozitie. Orice taietura STnO de speta intai este determinata de un numar rational.
Demonstratie. Daca 3l €[] neclasat prin raport la s, avem
| ={ael |a<l}, l={ael |A>1} iar daca toate numerele rationale sunt clasate, daca ao

(respectiv Ao) este cel mai mare (respectiv mic) element al lui I (resp Il) avem

| ={ael |a<A}, l={Acl |AZA}.

Tn multimea ¢ a tdieturilor in J se defineste o relatie de echivalenta = astfel:

s=tcandssitsuntde spetaadouasi s=t, saucand s si t sunt de speta Tntdi si sunt determinate
de acelasi numar rational. Fiecare clasa de echivalenta este formata sau dintr-un element (o
taietura de speta a doua) sau din trei elemente (cele trei taieturi definite de un numar rational).

Multimea cat 7 /= se desemneaza prin [ | iar elementele sale se numesc numere reale. Pentru
fiecare r din J , se noteaza cu (r) clasa de echivalenta formata din cele trei taieturi determinate

der.
Adunarea pe [

Tn multimea 7, a taieturilor in 0 definim o adunare: s+t este taietura in [ formata

de | :{a+b|ae I.,be It},ll :{A+B|Ae I,,Be IIt},

Fiea’ ell ,a'<a+b, acl,bel, a'=a"+b,cua’ell . Decia’<a sia”el; . Fie
I>0,1e0 ,3a,A el,,b,B el astfel incat
A-a <IE,Bl—b1<IE:>(A+Bl)—(a1+b1)<I adica s+t este o taietura in [ . Adunarea
astfel definita ia valoriin z si este asociativa si comutativa. Pentru fiecare se z, -s este

taietura din [ formata de {-alael},{-A|Aell}
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Daci s este determinata de |, atunci —s este determinata de —| si s+(-S) este taietura
{CED |C<O},{C el |C>O},
Propozitie. Daca s si s’ sunt doua taieturi determinate de | si respectiv /’, atunci taietura

s+s’ este determinata de [+/".

Demonstratie. Taietura s+s’ este de speta intai (daca, prin absurd, am presupune ca este de

speta a doua, atunci pentru I+1'el . =Vael,a'el,,a+a'<l+I", deci /+/” este cel mai
mare element din |, contradictie). Fie |1 numarul rational care determind pe s+s’ si, prin

absurd, |, 21 +1". Daci li< [+1’, se considerd cel] cu li<c<I+/’si cum cell ., c>1+1"

contradictie. Reciproc, orice taietura determinata de /+/’ este suma a doua tdieturi, una
determinata de | si cealalta de /.

Propozitie. Dacé s, s, s” sunt cele trei taieturi in I determinate de numarul rational |

si t este o taietura de speta a doua, atunci taietura s+t este de speta a doua si
stt=s"+t=5"+t
Demonstratie. Daca, prin absurd, tdietura s+t este deterimnata de numarul rational I, atunci

vael,Aell,Vbel,Bell,=a+b<| <A+B. Dar I:-l se afla sau in I sau ll.. Daci
L-lel,=3b el ,l,-1<b sida el l-a <(+bh)-1, =1 <a +b. Contradictie.

Fie s formata din {aell |a<l},{Ael |A>I}, s formatadin
{ael la<l},{Ael |A21}. Avem I, C 1, . Fie b,b el,b<Db . Se considerasolutia @, a

ecuatiei I+b=x+b1. Cum @, <lI, & €l , prinurmare I, I, 1., =1.,.

Tn multimea 7 /=, adica J , definim adunarea: a+ /3 este clasa de echivalenta a lui

s+t, sea,t e B. Definitia este corecta. Oricare ar fil si /’din 0 , (I) + (') = (I+1])).

Teorema. ([1 ,+) grup comutativ.
Demonstratie. Adunarea ia valori in [ , este asociativa si comutativa.

Element neutru. Pentru orice €[] avem «a+(0) =« , deoarece daci
a=()=()+(©0)=(1+0)=(l). In caz contrar, fie s tiietura de speta a doua din « sit

taietura formati din {belJ |b<0},{B el |[B>0}. Atunci, oricare
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Vael,bel,a+b<a=a+bel,l,  cl, . Fie acl,a'el,a'>a sibaia=a’=bh. Cum
b<0, bel, =1, cl,, deci I, =1_,.

Pentru fiecare « din 0 fie -« clasa de echivalenta a lui —s, sdin «. Atunci a +(-a)
= (-a)+a =(0), cacis + (-s) este taietura{c €] |c < 0},{C €[] |C <0}

def
Pe [J se poate definii operatia de scadere astfel: X—y = X+ (-Y)

Relatia de ordine pe [

O taietura in [ se numeste taietura pozitiva (respectiv taieturd negativa) cand in prima

clasa (respectiv in a doua clasa) a acesteia se afla un numar pozitiv (negativ).

Orice taietura din I este fie pozitiva, fie negativa, fie determinata de 0. O taietura t in
] , determinatd de un numar rational |, este pozitiva (respectiv negativa), cand | > 0 (respectiv
| < 0). Daca taieturile s, t din I sunt pozitive (respectiv negative), atunci taictura s+t este
pozitiva (respectiv negative).

Unelement « el] este pozitiv (respectiv negativ), cand in « se afla o tdietura pozitiva

(respectiv negativa). Se considera in [1 0 relatie binara < definita astfel: < 8 cand Iy €ll,y
pozitiv astfel incat a+y = . Aceasta este o0 relatie de ordine strictd pe [ .

Proprietate. Relatia de ordine < pe [J este totala.

Demonstratie. Pentru oricare o,f €l avem fie a=/4, fie a<pf, fie a> 3, deoarece
Vyell avemsau y=0sau y>0sau y<O0.

Consideram aplicatia | — (1) de la grupul aditiv al lui ' Tn grupul O . Aceasta aplicatie
este morfism crescator (VI,1'el] = +1)=(1)+(") si daca | < [’, atunci /™~ | > 0, deci
H-1)=>1-17>0)

Fie aell,sea,a'el . Daca a’ este cel mai mare element din Is, atunci (a’)= a (in
caz contrar (a’) < a sidacd y estesolutiain 0 aecuatiei (2)+X=a si »<0,atunci va<a'
si ¢ din prima clasa a unei taieturi din y, a+c<a'+c<a' deoarece c<0, contradictie
deoarece prima clasa a unei taieturi din & nuarein a’pe cel mai mare elemnt al ei). Asemanator

se arata ca A’ fiind cel mai mic element din Ils, atunci (4 )= «, fie nu, siTn acest caz (4") >« .

Reciproc. Fie @ (respectiv A1) un numar rational. Daca ()= « (respectiv (A)=«a), &

(respectiv Ay) se afla in prima clasa (respectiv a doua clasa) a unei taieturi din «, iar daca (&
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)< a (respectiv (A1) > ), & (respectiv A1), se se afla Tn prima clasa (respectiv a doua clasa) a
unei taieturi din o, deoarece & +y=a,y >0,¢>0fiind un numir din prima clasa a unei

taieturi din 7,8, +C, deci & se afla in prima clasa a fiecareia din taieturile din « .

Propozitie. Oricare ar fi a,fell,a<f, existd un numar rational | astfel ncét
a<(h<p.
Demonstratie. Fie y >0,a+y = sisdin «, astfel incat Ils nu are un cel mai mic element, iar
u € y . Consideram un numar ¢ >0 din lu. Atunci Ja el , A ll,, astfel incat
A-a<c, deci A<a+c. Atunci a<(A)<(@+c)<p =a<()<p.

Proprietate. Fie a, €, astfel incat va (respectiv A) din prima clasa (respectiv a
doua clasd) a unei taieturi din o, sdavem (a) < S (respectiv (A) > £), atunci & < S (respectiv

azf).
Demonstratie. Presupunem ca f<ea, Al €l astfel incat S <(l) <« , deci | se afla in prima

clasa a fiecareia din taieturile din «, n contradictie cu (a) <. Daca s si t sunt doua taieturi
din « si respectiv g siavem I c I, ll,cll, =a=/. Pentru a<f,3l"'el] astfel incat

a<(1")y< B, deci [’ se aflain I si lls, deci n I, contradictie cu It si 1t disjuncte.
inmultirea pe J

In multimea 7. a taieturilor pozitive se defineste inmultirea: st este tietura cu prima

clasa | determinata de numerele rationale negative, O si produsele ab cu a >0 din Is si b>0 din
It si cu a doua clasa Il formata din produsele AB cu A din lls si B din 1.

Tntr-adevir aceasta este o taieturd: fie a'ell,a'<c,cel, daci a'<0,a'el, iar daca
a’>0, cum c=ab, a>0 din Is si b>0 din I;, punem a'=ab=a >0, <a=a cl,a'el .Fier

>0 din 1, B’ fiind din Il, Ja el Aecll_,a>0bel, B ell,b>0B<B', astfel ci

r r r r
-8 <—,B-b<—=AB,—-ab =(A—-a)B,+(B, - <—B+—B'=r
A. ai ZBI 1 l)l ZBI A. 1 aibl (A& al) 1 ( 1 bl)al ZB' ZBl
Inmultirea ia valori in 7, , este asociativa si comutativa. Pentru fiecare s din 7, , notam

cu s taietura din 7, cu prima clasa | formata din numerele negative, 0 si fractiile N Adin Ils,
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: . o1 . < U
si a doua clasa Il formata din fractiile 3 a > 0 din Is. sst este tiietura formatd din

{cel |c<1},{C el |C>1}, deci este determinati de 1.

Proprietate. Oricare ar fi s,t,u din 7, , avem s(t + u) = st + su.

Demonstratie. Fie a(b+c) el ,a>0,ael,b+c>0bel,cel,.Dacab>0,c>0,
atunci abel acel, sia(b+c)ely,,, .Daci b<0, atuncic >0, deci ac € I, si cum
ab<0,avem abelg, deci a(b+c)elg,,, . Prinurmare Iy, < I, . Reciproc. Fie

k+I>0k+lel,  kelg,lel,.Candk>0,1>0,k=ab, a>0,acl,b>0bel, si

I=a'c,a'>0,a'el,,c>0,cel, iardaci a'<a, punand a'c =ac, , avem C, <C, deci
cel,k+l=alb+c)elg,, .Cand 1 <0, atunci k>0, k = al si ludnd
I=ac",a>0,ael,c"<0 deci c"el, si k+l=ab+c")el,,,, deoarece b+c">0.Prin

urmare Iy, < i,y . Deciavem lg, g, =1

s(t+u) *

Proprietate. Daca s si s’ sunt doua taieturi determinate de | si respectiv /’, atunci
taietura ss’ este determinata de //’.

Proprietate. Daca s, s, s sunt cele trei taieturi in U determinate de numarul rational
strict pozitv | si t este o taietura de speta a doua, atunci taietura st este de speta a doua si
st=s5t=s"t

In [ considerim inmultirea: f, cand «>0,8>0 este clasa de echivalenti a
taieturii St, cu sea,te f.

Cand a>0,<0=aof=—(a)(-p), iar cand a<0,>0=af=—(-a)f;
a<0,B<0=af=(-a)-p).

Cand =0 sau =0, avem af=0.

Teorema. ([ , +,") corp comutativ total ordonat.

Demonstratie. Inmultirea in [ ia valoriin [ si este asociativa si comutativa.

Element neutru. (1) =« deoarece cand « >0, fie

sea,te(l),a>0,aes,b>0bet=ab<a,deci Iyl Il Il adici a(l) =« . Daci

a<0= (-a)(l) =—«a si se aplica regula semnelor.

Element simetrizabil. Vel ",38 €] astfel incat o8 = (1) deoarece cand « >0, fie

sea si B clasi de echivalentd a lui 52, atunci a8 = (1)

40



Distributivitatea. Va,f,yel,a(f+y)=aff+ay. Cind a>0,8>0,y>0, fie
sea,teBuey, avem s(t+u)=st+su. In aceeasi situatie avem a(B-y)=af—ay,
deoarece daca S—y>0, y+(B—-y)=F=ar+a(f—y)=apf; iar daca f—y <0, atunci
B+(y=P)=y=oapf+a(y-p)=ay.

Daci a,f€ll,a>0,>0=af>0.

Scufundarealui U Tn [

Fie functia f :[J —[, f(r)=r. Oricare r,r'el] functia f are proprietatile:
f(r+r)=1f(r)+f(r)
f(rr)="~f(r)f(r)
dacar<r'= f(r)<f(r")
Prin urmare functia f este injectiva si deci multimile U, f(U) se identifica, iar
elementele multimii U / f (') se numesc numere irationale. Asadar f este o scufundare a lui [

ntl.

Completitudinea corpului numerelor reale.

Teorema. Orice submultime nevidd majorata a lui [ are margine superioara, adica
relatia de ordine pe U este completa.

Demonstratie. Fie A o submultime nevida majorata a lui [J , deci existda o €ll astfel
incat Xx<a,Vxe A Fie | ={rel |Ix'e Ar<x'}si l ={rel |x<r,vxeA}.
Observamea | ¢, Il #d(a e ll), I N1l =@, 1 UIl =0 si sunt verificate primele doua

proprietati din definitia taieturii. Atunci, conform unei leme anterioare, avem ca (I,I) este
taietura, notata cu s. Fie M = s.
Aratam ca M este marginea superioara a lui A. Presupunem ca M nu e majorant pentru

A, deci existd x € A astfel Tncat M< x. Dar avem ca existd rell cuM =s<r<x, deci rel

, darr < s, contradictie. Deci M este marginea superioara a lui A.

M este cel mai mic majorant al lui A, caci altfel ar exista M1 majorant pentru A, cu

M1 <M si alegand r €[] astfel incat M1 <r < M, am avea X< M, <r,VXe A adica rell, de

unde contradictia M <r.
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4.2. Constructia lui [J cu ajutorul sirurilor Cauchy

Daca A este un domeniu de integritate (adica un inel comutativ unitar fara divizori ai
lui zero), prin ordonare pe A intelegem o submultime nevida P <A astfel incat:

Ord 1: Pentru orice XxeA avem Tn mod exclusiv xeP sau x=0 sau -xeP.

Ord 2: Daca x, y € P atunci x+y, xy e P.

Tn acest caz vom spune ci inelul A este ordonat de P iar P este multimea elementelor
pozitive ale lui A.

Sa presupunem acum ca A este ordonat de P. Cum 1 # 0 si 1 = 12 = (-1)? deducem ca
1€P (adica 1 este pozitiv).

Tinand cont de Ord 2 deducem inductiv ca pentru orice neN, 1+1+...+1 este pozitiv.
[ —

de n ori
Un element xe A, x # 0, x¢ P (adica -x € P) se zice negativ.
Daca x, y € A sunt negative, atunci xy este pozitiv (caci —x, -y € P iar (-x)(-y) = xyeP).
Analog deducem ca daca x este negativ iar y este pozitiv, atunci xy este negativ si ca pentru
orice x # 0 din A, x? este pozitiv.

Daci A este corp, cum pentru x # 0 pozitiv avem xx™* = 1 deducem ci si x* este pozitiv.

Fie K un corp ordonat, Ki:={xeK|x>0} si functia [|:K —>K,, definita prin:

|x| B X,dacax >0
| -x,dacax <0

Valoarea acestei functii intr-un element x e K se numeste modulul (valoarea absoluta)
a lui x.

Unsir (X,),., de elemente dintr-un corp ordonat K se numeste convergent, daci exista
un element xeK cu propietatea: pentru orice €eK,e>0, exista N, €l | astfel Tncat
x,—X|<e&,vn>n,,

Un sir (x,)

. de elemente dintr-un corp ordonat K se numeste sir Cauchy (sau sir

fundamental) daca: €€ K,e>0 = 3n, el astfel incit |Xn - Xm| <& vVnm2n,

Observayie. Sa presupunem ca sirul (Xn)neD este convergent la doua elemente x,yeK.

Atunci pentru ¢ € K, & >0si neN suficient de mare avem : [ X -y | < [ X-xn+xn-y| <
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| Xx—xn |+ | xn—y | <2¢ iar cum ¢ este oarecare deducem ca | x -y | = 0 (caci daca | x - y | #0,

atunci | x-y | >0siamavea |x -y |<|X-y|, absurd !). Prin urmare, limita unui sir este unica.

Elementul x se numeste limita sirului (X,) . si se noteazi x= limx .

nel N—o0

Observatie.  Deoarece avem |X,—X. |< X —X|+|X—x,|, rezulta ci orice sir

convergent este sir Cauchy.
Propozitie. Orice sir Cauchy este marginit.

Demonstraie. Fie e K,e>0= 3an_ell astfel incit |X, —X,| <&, ¥Yn,m>n_. Avem pentru

si deci |x,| < max(nialx(xi),g+ ), Vnel

orice NN, |x|<e&+

Xng

X,

Corpul ordonat K in care orice sir Cauchy este convergent se zice complet.

Notam cu 6 multimea sirurilor Cauchy de numere rationale. Pe aceasta multime

(Xn)+(yn):(xn+yn)
(Xn)'(yn):(xn'yn)

Elementele neutre ale acestor legi sunt: 0=(0,...,0,....) , respectiv 1=(1,...,1,...) .

introducem legile de compozitie:

Propozitie. Multimea 6 inzestrata cu legile de compozitie definite mai sus este un inel

comutativ.
Demonstratie. Fie oc:(Xn)neD ,,B:(yn)nem ,0=(0,0,...)si1=(1,1, ...).
Sa demonstram la inceput ca a+p si aff sunt din &'

Pentrue € 0, , existan.’, n.”’€0 astfel incAt pentru orice m, n >n,’ si avem

¢ . : Y ¢ A ;o <
| Xm=Xn |< 3 sl pentru orice m, n > n."’, | ym-Yn |< 7 Alegand n.=max (n.’, n.""), deducem ca
. ¢ <
pentru orice m, N >ng, | Xm=-Xn |, | Ym-Yn |<§’ astfel ca

& €& .
| (xm*Ym) — (Xn+yn) | = | (Xm-Xn) + (YmYn) | < | Xm-Xn [+] ymyn | < 547 = &, adica a+f €5
Pentru cazul produsului af vom tine cont de faptul ca orice sir Cauchy e marginit, deci
exista M1, M o€ [ 7, astfel incat. | xa | <M si | yn | < M2 pentru orice nell .
Notand M = max (M1, Mz ) si alegand ¢ € ", 3n.’, n.”'€ [ astfel incat

& . &
| Xm —Xn SN’ pentrum, N >n,"si | ym-yn | < PIVE pentrum, n>n,"".
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Astfel, pentru m, n >n. = max (n.’, n:""), avem:

& &
XmYm —XnYn [=[Xm(Ym-Yn) + Yn(Xm-Xn) | = | X Yo | + XmXn | <M —+M — =¢
| Xmym —XnYn [=[Xm(Ym-Yn) + Yn(xm-Xn) [ = | Xm [ | Ym=Yn [ +] Yo | | Xm-Xn [ < oM oM

adica si af€o .
Tn mod evident, - & = (- Xn Jnz0 €6 si 0, 1€5 .

Deducem acum imediat ca (o, +, -) este inel comutativ si unitar.

Introducem pe 6 o0 relatie de echivalenta I Tn felul urmator:
(Xn)D (yn)<:> I!‘i_lll|xn _yn|:0 .
Fara a invoca explicit valoarea limitei putem scrie (%, )0 (Y,) © V ¢ €l = 3n.€l

astfel incit Vn > n, si aiba loc [xn — yn| < &.

Propozitie. Relatia definita mai sus este o relatie de echivalenta pe o .

Demonstratie. Reflexivitatea. !]ilpo|xn —%,|=0=(%,) 2 (x,)
Simetria. (x,)0(y,)= Veel’,3n el astfel incat |x, —y,|<e,vn=n,.
Dar |yn _Xn|:|_(xn _yn)|:|_1||xn _yn|:|xn —yn|<g,‘v’n2ng :(yn)D (Xn)

Tranzitivitatea. Fie (x,)0 (y,) si (y,)0(z,)-

Veel ,3n,,n el astfel incat, |xn—yn|<g,Vn2n; si |yn—zn|<§,Vn2n;.

Notam n_=max(n_,n ). Atunci vom avea:
%, = Zo| = X0 = Yo + Yo = 2| <X, = Vol +|Yo — 24| < €, ¥n 2N, = (x,)0(z,).

Deci ~ este o relatie de echivalentd si cum o este inel atunci punand

0 0
X+Yy=X+Yy SiXy=xy multimea cat &/~ devine un inel comutativ (datorita compatibilitatii

relatiei de echivalenta cu structura de inel).

Teorema. o/~ este un corp comutativ.

Demonstratie. Am vazut mai sus ca multimea cat o /~ este inel comutativ. Evident 0= 1.
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i i
Fie (x)e&/0,(x,)#0=>(x,)[1 0, adicd exista & €[], si Ny el astfel incat

Xn| 2 &, Daca

Ln<n, . . .

luaim Yy, =<1 N> p o+ obtinem (%) (V) = (%) (V) =(X,¥,)=1. Deci &/~ este corp
~.nxn,
X

n
comutativ.

Tn sfirsit, definim un numdr real ca o clasd de echivalenta de siruri din inelul & ; mai
precis, multimea factor &/~ impreuna cu adunarea, inmultirea si relatia de ordine mai sus

definite o notam cu U si 0 numim multimea numerelor reale. Se observa ca orice numar

rational a poate fi identificat cu clasda in &/~ a sirului constant (@, a,...)€J (adicd am obtinut

intr-adevar o extindere a lui [ iar [l este subcorp al lui = ). Elementele din R\Q se zic numere

irationale.

Ordonarea pe U

Spunem ci un sir (X,) €8 este pozitiv daca pentru Ve el ,3n, e[ astfel incat
X, >—¢&,VN=n,. Multimea sirurilor pozitive o notam cu 9, si pentru (X,) €J, avem
propietatile: (X,) €9, sau-(x,)€d,; (x,)ed, si -(x,)ed, =(x,)=0;
(x,)€d. si(¥,) -(%)ed, =(¥,)eb,; (X,):(Vs) €, =(%,)+(V,)€b..(%,)(Y,) €D,
Daca a,f €ll spunem cd «este mai mic sau egal decat B si scriem a < /3, daca

exista (X,) € a i (y,) € S astfel incat (Y, —X,) €, . Notam [l , ={a el [0<a}.

Teorema. (U ,<) este un corp ordonat.
Demonstratie. Reflexivitatea. Fie o €l ,(X,) € . Avem
(x,)—(x,)=(X,—x,)=0€0, >a<a

Antisimetria. Fie o, fel,a< B, <a,(X,)€a,(Y,) € S. Avem

(yn _Xn) € §+’(Xn - yn) € é‘+1 deci _((yn _Xn)) € 5+ = ((yn) _(Xn)) O O Dar P este 0 relat,:ie

de echivalenta compatibila cu structura de inel, prin urmare

(Y) = (%) + (%) 0 0+ (%) = B = (¥) = () = a
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Tranzitivitatea. Fie o, S,y €, a < B, f <y . Atunci
()= 06) €6, V() ea,(y,) € B si (2,)=(Y,) €6, V(Y,) € B.(z,) ey
=(2,) = (%)) =((z,) = (¥,)) + ((¥,) = (x,)) €6, Deci a<y.

Fie o, Bell, () ea,(y,) € . Avem (Y, —X,) €6, (X, ¥,) =—((Y, —%,)) €6, deci
as<pfsau f<c.

Fie a,p0el, x)eal(y,)epf(z,)ey. Daci Iluam a<p, atunci
(Yo =%) €6, = ((¥) +(2,)) = (%) +(2,)) €6, > a+y < f+y . Daca, in plus =0, atunci

(Zn) = (Zn)_o € 5+ = (yn)(zn)_(xn)(zn) = ((yn)_(xn)) € 5+ = a]/Sﬁ}/

Pentru orice Xxell notam S(x) sirul stationar determinat de x: s(X)=(x,x,...,x,...).

Atunci s(X)€o si aplicatia h:[J —[J ,h(x)=s(.x) este morfism injectiv de inele.
(x#y=s(x)1Zs(y)=h(x) =h(y)).
Lema. X<y < h(x)<h(y)
x <y < h(x)<h(y)
VYaell,Ax,yell, astfel incat h(x) <a <h(y)
Lemi. Fie o, f€ll,(X,) ea,(y,) € B, astfel incat h(x,)<a<p<h(y,),Vnel si

(x,) U (y,) atunci = f.

Teorema. (I ,<) este un corp complet ordonat.
Demonstratie. Fie A o parte nevida minoratd a lui [ si Ao multimea minorantilor lui A. Cum

A este nevidd, avem ca A, # ¢, deci 3 € A= f<a,Vaell . Dar, din lema anterioar,
avem ci 3x e[] , astfel incat h(x) < B=h(x) € A . Fie X, =max{x el [h(x) e A} , atunci
h(x,) € A si h(X, +1) ¢ A, . Daca presupunem ca avem X, €J (k > 0) , astfel incat

h(x,) € Ay, h(x, +%) ¢ A, atunci h(xk +%){

e A,n=0
¢ A,n=10"

46



Notam n, = max {O <n<9| h(xk +%j € A)} SI X =X+ 10“1 Obtinem, prin inductie,

. .. 1 .
unsir (x,) <0 cu propietatiile: h(x,) e A, Vk el ; h(xk+m)¢ﬁb,Vk el si

9
Din ultima proprietate si definitia lui N, avem X,,; — X, <-——, de unde,

Xk+l = Xk 10k+l 10k+1 !
pentru n>k, obtinem X, —X, = (X, =X,;) + (X, s =X, )+ + Xy = %) <
1 1
9 9 9 1 1 9 10« 9 10 1 )
<—+ +..+ 1+ —+...+ —=——,deci (X)),
10n 10n—1 10k+l( 10 On k+lj Ok+l 1_i 10k+1 9 10k ( k) 7/
10

— . A 1 :
Fie (x,)=a €l . Aratim ca a =inf A demonstrand ca h(x,) <a <h(x, +W)’VK ell . Din
ultima proprietate a sirului (xn) cl avemea X, <X <...<X <...,deci
X, —S(X) = (X, = %), €0,Vk el | adica h(x,)=s(x,)<(x,)=a,Vkel . Dar

1 . 1 . g
X, — X, <W,Vn >k, prin urmare X, +W_X” >0,vn>k, deci avem ca
1 . 1 . .
s(xk +Wj_(x”) €o,,Vkel ,adica o < h(xk +Wj,vk ell . Prinurmare a=inf A.

Aratam ca «a este un minorant al lui A. Pentru aceasta presupunem ca exista

y €Ay <a. Obtinem h(xk)SySash(Xk+%j,Vk€D :

Dar l!m(xk %— k)—lm%_o ceea ce ne conduce la y =« . Contradictie CU y < cr.

Deci a € A,.

Aritim ci o este cel mai mare minorant al lui A. Presupunem ca 38 € Ay, < . Din

ultima proprietate a sirului (xn) cl avemcapentru Vkell ,3aeA, q, < hixk +%) Dar

S fiind un minorant si o, € A, rezulta S <, . Dar h(x )<a << h(xk +%j,Vk el .

Din cele de mai sus avem o = f. Contradictie. Prin urmare «este cel mai mare

minorant al lui A. Tn concluzie a =inf A.
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4.3.Constructia zecimala a lui [

Constructia zecimala a lui [ are la baza ideea cum ca un numar real se poate identifica
cu o fractie zecimala infinita (periodica - numar rational sau neperiodica - numar irational).

Am viazut ca un numar rational Se poate prezenta sub una din formele: fractie ordinara

a . . o e . e NPT RN
b’ a,bell,b#0 sau fractie zecimala finita sau infinitd periodica. Exista Tnsa numere care nu

sunt rationale ca de exemplu \/E (despre care s-a demonstrat ca nu se poate scrie sub forma de

fractic ordinara) sau 21,17177177717... = 21+i+l2+i3+l4+...care este o fractie
10 10° 10° 10
zecimald infinita. Intuitiv, 8&;,&a,...a,... este suma a0+i+&+&+....
10 10 10°

Se numeste sir de elemente dintr-o multime R orice functie f :[J — R; pentru orice

n el este definit un element a, = f(n) dinR.

Fie R+ multimea tuturor sirurilor infinite de cifre zecimale « =(a,), _, , indexate dupa
multimea [ , astfel incét sa existe k €[] cu proprietatea cd a, =0 pentru orice n <k si sa nu
existe | elJ astfel ca a, =9 pentru orice n > |. Elementele lui R+ se numesc fracti zecimale
reduse pozitive. Doud elemente o =(a,) _,#=(b,)  din R« se considera egale daci si
numai dacd a, =b,,Vn el] . Respectam conventia de a plasa o virgula intre termenii de indice

0 si 1 ai orcarei fractii zecimale, renuntand totodata la zerourile de dinaintea primei cifre nenule
a partii intregi.
Exemplu. Sirul @=(a,) , din R+, unde a,=4,a,=0,a,=23a=1a,=7,3=>54a,=0,
pentru n>4 se scrie «@=402175. Sirul B=(h) _, din R« definit prin
b,=0,n<Lb =4,n>2 sescrie 0,0444....

Se noteaza cu 0 sirul @ € R, cu toti termenii nuli.

Fiecarui element oe€R, i se poate asocia elementul —a si se noteaza
R.={-a|a eR,}.Prindefinitie, pentru o, B € R, ,avem —a = - daci si numai daci o = 3

. Se poate atunci considera multimea 0 =R, UR_,R, MR_={0} pe care 0 vom inzestra cu

operatiile algebrice si de ordine si o vom numi multimea numerelor reale.
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Vom nota multimea numerelor reale cu [I si, deci, ea este formata din fractiile zecimale
infinite periodice (adica numerele rationale) si fractiile zecimale infinite care se numesc numere
irationale. Prin urmare, vom numi numar real orice fractie zecimala infinita care nu are perioada
9. Obisnuim sa notam un numar real sub forma a,aa,..a,., unde

a,ell,q e{O,l,..,9},‘v’ieD .

Observatie. Sunt eliminate fractiile zecimale infinite in care toate cifrefe sunt egale cu
9 de la un rang in colo deoarece 0,9999... , scris si ca 0,(9) (,,cu perioada 9”) este de fapt

1=1,000...; cum nu dorim ca un acelasi numar real sa aiba doua reprezentari zecimale distincte,

trebuie facuta urmatoarea ,,identificare”: orice sir de forma a = @,,a,3,...a,..., Cu proprietatea
cd 3k > 0 astfel incit ai = 9, Vi > k si ax < 9, este identificat cu sirul ay,aa,...(a, +1)000...

(daci k > 1), respectiv cu (8, +1),000... (daci k = 0).

Ordonarea numerelor reale

Fiea= a,,a4a,...si b= 0y,bb,... doua numere reale, unde fractiile a,,a,a,... si by,b0,...
nu au perioada 9. Numerele a si b sunt egale daci ap=bo si & =D, Viel . Scriem
a=bh.
Spunem ci numarul real a = ,,a,8,... este mai mic decat numarul real b= by, bb,... si
scriem a < b n oricare din cazurile:
a) existd un numar natural k >0, astfel incat a, <b,,a =hb,Vi<k,
b) daciab<0si-b<-a
c) daca a este negativ si b este pozitiv
d) daca a este negativ si b=0
Exemple: 1,4142...<3,4142...; -3,4142...<-1,4142...; 7,(2)<7,29; -7,29<-7,(2)

Spunem ca numarul real a = @y, 8,8,... este mai mic sau egal decat numarul real

b= by,bb,... si scriem a < b in oricare din cazurile: a < b sau a=b.

Relatia < este o relatie de ordine pe multimea numerelor reale si este: reflexiva
(a=a), antisimetrica (daca a <b si b <a atunci a=b) si tranzitiva (daca a <b si b <c atunci

a <c) si, inplus, avem a<b sau b<a,Vva,bell (adica relatia de ordine pe [J este totald).
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Modulul unui numar real

Pentru Va,bell , notam max(a,b) cel mai mare dintre numerele a si b si cu min(a,b)

cel mai mic dintre numerele a si b.

Definim functia valoare absoluta (sau modul sau norma) astfel

X,daca x>0

IX 10 — 0, [ =max(x,—x) =
—X,dacax <0

Avem x<x|,|—xH x|, vxel .

Proprietiti.

1. |X]>0,|x|=0<x=0,vVxell

2. | x+yx|+|y|,vx,yel

X
y

4. Pentru Vxel,e>0 avem urmatoarele relatii:

3. |IxyHXx|ly|,¥x,yel .Daca y=0, atunci

k
|yl

| Xk e @—e<x<g|X[fe—<<XLg| X e X<—€SIX>¢g|XPpecX<—¢cSiX>¢

5. X =|y[I<Ix=yl,vx,y el

1 . 1
6. max(x,y) =2 (X+y+[x=y[),min(x,y) =2 (x+y=[x=y]), vx,y €[

Cu ajutorul modulului (normei) definim o distantd (metricd), adica o aplicatie
d:0 x0O —UO,,dxvy)=x—yl| ¥(X y) €], cu proprietitile:

D1.vx,y € 0 areloc d(x, y) =d(y, x) > 0.

D2.vx,y e ] arelocd(x,y) =0 < x=0.

D3.vx,y,ze€ U arelocd(x,y) <d(x, z) +d(z, y) (inegalitatea triunghiulara).

Tot cu ajutorul modulului definim functia sgn, signatura lui x, astfel:

X 0 1,X>0
_1X¢ T

sgn(x) =1{| x| sau, explicitand modulul, sgn(x) =40,x=0
O,a:0 —1,X<0
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Aproximari zecimale ale numerelor reale

Fie numarul real a = a,,8,,... Aproximarile zecimale prin lipsa ale numarului real a

sunt numerele care se obtin prin inlaturarea succesiva a tuturor cifelor sale care stau dupa
virgula, incepand cu prima cifra, apoi cu cea de-a doua etc.
Exemplu. a=2,4142356...... Aproximarile prin lipsa ale lui avor fi: 2; 2,4; 2,41; 2,414, 2,4142,;
2,41423; ......

Daca la ultimul numar de dupa virgula al fiecarei aproximari zecimale prin lipsa a

numarului a se adauga 1, atunci se obtin aproximarile zecimale prin adaos ale lui a.

Exemplu. a = 2,4142356...... Aproximarile prin adaos ale lui a vor fi: 3; 2,5; 2,42; 2,415;
2,4143;2,41424; ......
Datorita relatiei de ordine pe multimea numerelor reale, putem scrie:
2<a<3
24 <a<25
241 <a<242
2,414 < a<2415
2,4142 < a<2,4143,

aceste aproximari zecimale sunt, cu o eroare mai mica decat: 1; 0,1=10": 0,01=10"%; 0,001=10
%.0,0001=10"* etc.

Pentru numarul real a = a,,8,8,... aproximarile zecimale cu 0 eroare mai mica decat

10™, sunt: prin lipsa &, =a,,83,..., si prin adaos a, = a,,a,a,...a, +10™".

Teorema. Pentru orice numar real a>0 si pentru orice numar intreg n>0 avem

a,<a<a,+10™", unde a,reprezinta aproximirile zecimale cu o eroare mai mica decat 10"

ale lui a. Daca a<0, avem

a,-al<10™".
Demonstratie. Pentru orice a fixat, a,este aproximarea prin lipsa de ordin n a numarului a;
aproximarea prin adaos de ordinul n a lui a va fi &,+10™. Dar orice numdr real este cuprins

intre aproximarea lui prin lipsa si prin adaos si a, =a, +10™
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Adunarea si inmultirea numerelor reale.

Definim adunarea si inmultirea numerelor reale pornind de la reprezentarea lor

zecimald, astfel operatiile coincid cu cele definite la multimea numerelor rationale. Daca

numere rationale, a,,a,,b,,b, sunt aproximarile zecimale prin adaos si prin lipsa ale numerelor
reale a si b, atunci au sens sumele a, +b,, a,+b, si produsele a,b,, a,b,.

Se numeste suma numerelor reale a si b, unicul numar real, notat ¢ = a+b, care, pentru
VYnell,n>0 satisfice relatia &, +b, <c<a, +b, (adici este mai mare sau egal decat orice

suma a doua aproximari prin lipsa a lor si mai mic decat orice suma a doua aproximari prin
adaos a lor).

Se numeste produsul numerelor reale a si b, unicul numar real, notat d = ab, care pentru
vnell,n>0 satisfice relatia a,b, <d <ab, . (adica este mai mare sau egal decat orice produs

a doud aproximari prin lipsa a lor si mai mic decat orice produs a doua aproximari prin adaos
a lor). Daca unul sau ambele numere sunt negative, atunci se inmultesc valorile lor absolute si
se tine seama de regula semnelor.

Fie £>0. Se numeste £ _apoximare a lui a orice numdr real x astfel incat |x - al<e.
Numarul real pozitiv |x - a| se numeste erorea absoluta. Se scrie al x.

Teoremai. Fie a si b doua numere reale si & >0,&, >0. Daci x este 0 & aproximare a
lui asiy este o €;,aproximare a lui b, atunci:

a) Suma x+y este 0 & +&, aproximare a lui a+b

b) Produsul xy este 0 & aproximare a lui ab, unde &€ =¢&¢&,+|X|&,+|Y| &
Demonstratie. Deoarece X este 0 ¢ aproximare a lui a, avem |x - a|<¢; si deoarece y este 0 ¢,
aproximare a lui b, avem | y - b|<é,.

a) Avem |(x+Yy)—(a+b)|=|(x—a)+(b-y)|<|x-a|+|y-b|< g +e,

b) Avem xy —ab = (x-a)(y-b) + y(x-a) + x(y-b), deci

[xy —abl<|x—ally =b|+|y|lx—a[+[x|ly -b| < &1, + | x| &+ | V] &,

Interpretarea geometrica a numerelor reale

52



Fie o axd avand originea O si vectorul unitate 0 = OA . Notam cu P multimea punctelor

axei. Definim aplicatia d :lJ — P, care asociaza oricarui numar real a acel unic punct M € P

astfel incat OM =al . Deci d(a)=M. Aplicatia d este bijectivad si Se numeste reprezentarea

geometricd a lui [ ped. Inversaei, d™: P —[J , asociaza oricarui punct al axei abcisa acestui
punct. Daca numarul real a este pozitiv, atunci punctul A(a) se afla la dreapta lui O, astfel
incat OA=a; daca numarul real a’ este negativ, atunci punctual 4’(a’) se afla la stanga lui O,
astfel incat OA4 '=|a’|. Daca a=0, avem d(0)=0. Numarul |a ’| desemneaza distanta de la origine
pana la punctul 4°. Daca avem punctele de coordonate P(X) si Q(Y), atunci numarul |y — X | se

numeste distanta dintre punctele P si Q.
Submultimi ale lui [J

Fie a,belJ,a<b. Atunci avem urmatoarele submultimi pentru [ :

(a,b) ={x el |a < x<bjinterval deschis

[a,b) ={x el |a<x<b}interval inchis la stinga si deschis la dreapta
(a,b]= {X ell Ja<x< b} interval deschis la stanga si inchis la dreapta
[a,b]={xel |a<x<b} interval inchis

(a,0)={xel |x>a} interval (infinit) deschis la stainga

[a,0) ={xel |x>a} interval (infinit) inchis la stanga

(—o0,a) = {x el |x<a} interval (infinit) deschis la dreapta

(—o,a] ={x el |x<a} interval (infinit) inchis la dreapta

4.4 Multimea numerelor irationale

Multimea numerelor irationale se poate defini ca fiind multimea formata din acele
numere reale care nu sunt rationale, adica fractiile zecimale infinite neperiodice sau acele
numere care nu se pot exprima ca raportul a douda numere ntregi. Altfel spus, multimea

numerelor iragionale este complementara in [J a lui 0 , notatda 0 \ 0 . Elementele acestei

multimi Se NUMEeSC numere irationale.

53



Exemple de numere irationale

= Numarul \/E =1,4142135..., despre care am aratat ca nu este rational. Generalizand, se

demonstreaza cd, dacd xell,nell,n>2,x=d", pentru orice d €[] , atunci {‘/; e \0 .

Exemple. ¥/4,%3° €0\ |
»  Numarul 7= 3,1415926535 ..., este raportul dintre lungimea unui cerc si diametrul sau;
este aceeasi valoare ca si raportul dintre aria unui cerc si patratul razei lui.

= Numarul e =2,71828 1828...., a aparut din Tncercarea de a li se da o valoare expresiilor

n—o0 n nN—o0

: Y. 1 1 _ s .
lim{1+=1 ;lim 1+5+"'+ﬁ , care ulterior au fost egalate cu e. Numarul e are diverse

aplicatii Tn probleme de analizd matematica, teoria numerelor, numere complexe, teoria
probabilitatilor etc.

= Numadrul de aur ¢ =1,61803398874...., este primul numar irational descoperit si
definit in istorie; el poate fi intalnit in cele mai surprinzatoare imprejurari: ombilicul imparte
corpul omenesc in proportia de aur, anumite dimensiuni ale piramidelor Egiptului Antic sau
ale Catedralei Notre-Dame din Paris. "Spunem ca un segment de dreaptd a fost impartit in
medie si extrema ratie atunci cand segmentul intreg se raporteazd la segmentul mai mare
precum se raporteaza segmentul cel mare la cel mai mic"(Euclid). Cu alte cuvinte, daca

segmentul de lungime a+b este impartit in segmentele de lungimi a, respectiv b, astfel incéat sa

a+b a Y .
avem = b @, spunem ca segmentul a + b a fost impartit intr-o sectiune de aur, ¢, care

++/5

5 . . . o 1 <
se afld rezolvand ecuatia o’ —p-1=0 cu solutia pozitiva ¢ = — Numarul de aur este

strans legat de sirul lui Fibonacci, in care fiecare termen este suma celor doua anterioare (1, 2,
3, 5,8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233...). Pe masura ce inaintam, raportul dintre doi termeni

succesivi ai sirului lui Fibonacci tinde spre ¢
Inversul lui ¢, adica 1/ ¢ are exact aceleasi zecimale: 0,61803398874...

= Numerele cos4l’,1g17,log, 3,...

Lemd. Numarul log,3e0\1.
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Demonstratie. Analog ca la demonstratia lui \/E , presupunem, prin absurd, ¢ numarul log, 3

m

ell . Atunci dm,nel],(m,n)=1 si avem log, 3= Mo =3a2m=3". Absurd, deoarce
n
(2,3)=1.
Generalizand, dacd m,ne(l,(m,n) =1, atunci log,, nel \J

Lema.Dacax e J ,y e U\XJ ,atunci x+y € 0\ ,iardaca x=0, atunci xy € [J\J

Demonstratie. Am vazut ca ([l , +, -) este corp. Notdnd z = x + vy, daca prin absurd

zell ,amdeduce cay =z-xel , ceea ce este absurd. Analog pentru partea a doua.

145
2

Exemple. 1++/2 e[ \7, el \U

Lema. Operatiile de adunare si iTnmultire nu sunt operatii interne pe [ \U .

Demonstratie. Fie x = 1+\/§si y = 1—\/5. Cum 1eQ iar ¥2e0O\J , conform lemei
precedente deducem ca x,ye [J\J . Cum x+y = 2 iar xy = -1, deducem ca x+y,xye [ .

Observayie. Cu toate acestea, este posibil ca pentru x, ye J\J si avem x+ye [\
sau xye [J\J (chiar simultan!).

Exemplu. x=+2e0\0,y=~3e0\0,xy=+/6e0\J,. Demonstram ci x+ye [\ . Fie

pentru aceasta Z=X+Yy = V2 +/3. Dacs, prin absurd, ze [I , atunci

2_
22:5+2\/5:>\/_:Z > 5eD . absurd! .

Teorema. e[\ .

. 5 . a .
Demonstratie Sa presupunem prin absurd ca,e €l , adica e=B, cu a,b €l . Pentru orice

kell,k>=b, cum b |k! deducem ca numarul : c=k!(%—1—%—...—%jeu . Dar
1 1 1 1 1 1 1
O<c= + +..< + st = =—<1. Contradictia
k+1 (kK+D(k+2) k+1 (k+1) k+1, 1k
k+1

provine din aceea ci ce (0, 1), iar mai Tnainte am dedus ci ceZ. 1In concluzie,ee 0\0 .
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CAPITOLUL V. Prezentarea abstracta a lui [

Faptul, ci o ecuatie, precum x2 = 2, nu are solutii in 1 , a dus l-a “lirgirea” acestei

multimi prin constructii diferite astfel incat sa putem rezolva ecuatia de mai sus in multimea
largita. Tn capitolul precedent, s-au constuit pentru 7 modelul Cantor, modelul Dedekind si
modelul zecimal. Deoarece exista mai multe modele pentru constructia multimii numerelor
reale, s-a pus problema unicitatii sistemului numerelor reale. Aceasta problema este rezolvata
de teorema de izomorfism intre oricare doua corpuri complet ordonate, teorema ce va fi
demonstrata Tn acest capitol. Astfel, putem numi corp al numerelor reale orice corp complet
ordonat. Prin urmare, este suficent sa construim analiza matematica pe un anume corp complet
ordonat, fie el abstract sau unul dintre modelele clasice. Pe parcursul demonstrarii unicitatii

multimii numerelor reale, se vor evidentia si deosebirile esentiale dintre 0 si [, adica

trasaturile definitorii a lui 0 care explica de ce se face Analiza matematicd pe multimea [ i
nu pe [ .

Deosebirile esentiale sunt puse in evidenta, pe de o parte de urmatoarea teorema si de
teorema de la pagina 56, precum si de Propozitia si Teorema de la pagina 62.

Teorema. Orice submultime nevidd majorata a lui [J are margine superioara, adica
relatia de ordine pe [ este completa.

Principiul lui Cantor (Ilema intervalelor inchise incluse).

Fie ;o Dl, 2.0l D..un sir de intervale nevide, inchise si marginite si

I, =[a,,b,]c,n>0. Atunci intersectia acestor intervale este nevida.

Criteriul lui Cauchy. Un sir de numere reale este convergent daca si numai daca este

un sir Cauchy.

Daca A este un domeniu de integritate (adica un inel comutativ unitar fara divizori ai
lui zero), prin ordonare pe A intelegem o submultime nevida PCA, astfel incét.:

Ord 1: Pentru orice x e A avem in mod exclusiv xe P sau x = 0 sau -xe P.

Ord 2: Daca x, ye P, atunci x+y, xyeP.

Tn acest caz vom spune c inelul A este ordonat de P, iar P este multimea elementelor

pozitive ale lui A.
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Fie A un inel comutativ. O relatie de ordine < pe A se zice compatibila cu structura de
inel, daca: VX,y,Ze AXSY=>X+Z<y+2 , VXY, 2e AX<Y,220=x2<yz si
Vxe A= x>0sau —x>0

Un inel (corp) Tnzestrat cu o relatie de ordine compatibila cu structura sa de inel (corp)

se numeste inel (corp) ordonat.

Fie K si K’ doua corpuri ordonate. O functe f:K — K" se numeste izomorfism de
corpuri daca :

a) f este aditiva, adica f(x+y)=f(X)+ f(y),vx,yeK

b) f este multiplicativa, adica f(xy)=f(X)f(y),Vvx,yeK

c) f este bijectiva

d) feste strict crescatoare, adica VX, ye K, x<y = f(x)f(y)

Teorema. Fie K un corp ordonat. Atunci corpul Q al numerelor rationale este izomorf

cu un subcorp al lui K, adica orice corp ordonat contine corpul numerelor rationale ca subcorp.

Corpul ordonat K se numeste arhimedeean, daca pentru orice x, ye K, y > 0 exista
ne [ , astfel incat x < ny.
Observatie. Daca acest K este un corp arhimedeean, atunci:

a) pentru Vxe K,3nell , astfel incat x<n
b) pentru orice Ve e K,e>0,anel] astfel incat % <¢&

Un corp K se numeste corp complet ordonat daca: K este corp ordonat si orice parte

nevida majorata a lui K are margine superioara.

Teorema. Nu orice submultime nevida majorata a lui LI are margine superioara adica
relatia de ordine pe multimea numerelor rationale nu este completa.

Demonstratie. Fie A= {X el |x#0,x>0,x* < 2} . Deoarece 1< A, deducem ca A=g.

Evident 2 este un majorant pentru A. Nu exista al] , astfel incat a = sup A, deoarece daca
presupunem ca exista un astfel de numar, observam ca a>1. Ne putem plasa in una dintre
situatiile: a®> >2 sau a® <2.

2

y o e . . . —a C «
Daca ne situam in prima situatie, fie b = W el] siaratam ca a+be A, de unde,
a-+

deoarece a este majorant al lui A, obtinem a+b <a, inegalitate ce conduce la contradictia
b<0.
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e - 2 .
Aratam ca a+be A, adica (a+b) < 2. Observam ca

2

b(a+1)2:2_a <l=b< ~<1. Atunci
(a+1)
a’+2
(a+b)*=a’+2ab+b*<a’*+2ab+b<a’+2ab+b+a’h=a’+b(a+1)?*= <2
a’—
Fie acum a doua situatie, adicd a°< 2 si considerim ¢=——— <[] . Vom arita cd

2(a+1)?
a - c este majorant al lui A, deci a<a-c, adicé ajungem la contradictia ¢ <0. Ramane sa
aritamca Xx<a-—c,vVxeA.
Cum Xx* <2,Vxe A este suficent sa demonstrim cd ¢ <1<>0<(a+2)°. Atunci

avem:
a’+2
2

<2

(a-c)*=a*-2ac+c*>a’-2ac-c*>a’-2ac-c>a*-2ac-c-a’‘c=a’-c(a+1)?*=

Si astfel demonstratia este incheiata.

Teorema. Pentru un corp K ordonat urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

a) K este complet ordonat

b) K este arhimedeean si orice sir descrescator de intervale inchise de lungime tinzand
la zero, are intersectia nenula.

c) K este arhimedeean si orice sir Cauchy din K este convergent.

Teorema de densitate a lui ' in K. Fie K un corp complet ordonat cu X,y e K,x<y
atunci exista aell ,x<a<y

Demonstratie. K fiind corp complet ordonat, avem: K este arhimedeean, deci, existd
1 - . . :
nell,l<n(y—X), adica X< y—ﬁ. Aplicand din nou faptul ca K este arhimedeean, obtinem
. m . : m -
mell cu proprietatea y < Py deci, multimea B = {m el |y< —} este nevida. Cum B <l
n

B este minorata deci exista M, €[, m, =inf B. m; fiind cel mai mare minorant din B, rezulta

m, -1

: o a e : m .
ca My -1 B, deci <Y . Pede alta parte, M, fiind in B verifica inegalitatea y < ?‘) . Prin

m, . m, -1 )
urmare, avem X < ot Notand a = . el ,obtinemx<a<y.
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Teorema de izomorfism a corpurilor complet ordonate. Tntre oricare doua corpuri

complet ordonate K si L, exista un izomorfism crescator f :K —L
Demonstratie.  Fie U si L subcorpurile rationale ale lui K si L, respectiv:

he :0 =0 ,h :0 =0 izomorfismele canonice intre U si orice subcorp al lui K. Avem

he! h
0 «—0 0, sicum h' este izomorfism, obtinem izomorfismul f =h_oh':0 >0 .

Dar h si N sunt strict crescatoare, prin urmare, aplicatia f este strict crescatoare.

Daca (a,), <l ., avem echivalenta: (a,), sir Cauchy in U « daca si numai daca
i
(f(a,)), sir Cauchy in [J | . Construim o aplicatie f :K — L cu proprietitiele:
0
a) f(a)="f(a),vael .

C
b) f este morfism

]
c) f este surjectiva

C
d) f este strict crescitoare

0
Constructia lui f

Pentru orice x din K existd unsir (a,), <  astfel incat x =lima_, deci, sirul (a,),
n—oo

este Cauchy in U, de unde rezulta ci sirul (f(a,)), este Cauchyin [l | <[ , prin urmare,
sirul ((a,)), este convergentin L.
Aritim ci oricare ar fi sirurile (a,), si (B,), dinU « cu lima, =x=Ilimb_, avem

lim f(a,) =x=lim f(b,).

Daci sirurile (a,), si (b,), indeplinesc conditia de mai sus, atunci sirul
(c,), =(ag,b,,a,,h,...,a,,b,,...) converge lax iar (a,), si (b,), sunt subsirurile sale. Analog
ca mai sus se deduce ca sirul (f(c,)), este convergent. Dar (f(a,)), si (f(b,)), sunt

subsiruri ale lui (f(c,)),, deci lim f(a,) =lim f(c,) =lim f (b,) . Prin urmare, functia

i 0
f:K—>L dataprin f(x)=limf(a,), daci (a,), U « si lima, = x, este corect definita.

n—o
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0
f(a)= f(a),vael .. Orice element all , poate fi scris sub forma

]
a=lima_,a, =a,vn, deci f(a):!mf(an)z f(a).

n—oo

0 ]
Faptul ca f este morfism rezulta din definitia lui f .

0
Aritim ci f este surjectivd. Dacd y e L, atunci exista un sir (Y,), <l , astfel

incat y=Ilimy., .
n—oo
Dar f:U,—0  este izomorfism, deci exista un sir (a,), in U, astfel incét

y,=f(a,),vn. Sirul (y,), <l fiind Cauchy rezultid ci sirul (a,), este Cauchy, deci

convergent. Notand lima, =x si tindnd seama de definitia lui f si de relatiile precedente,

obtinem f(x)=Ilimf(a,)=Ilimy =y.

il
Mai avem de aritat ca f este strict crescatoare. Fie X,y € K,x<y. Aplicand teorema

de densitate, obtinem a,b e[l , astfel incitx<a<b<y.
Avem ci exista doua siruri (X,), si (Y,), din U « cu propietatile :

X<x,<a<b<y, <y, limx, =xlimy, =y.Morfismul f fiind strict crescator, obtinem
F(x) < f(@<f(0)<f(y,)

0 0
Din definitia lui f, deducem f(x)=Ilim f(x.) , respective f(y)=Ilim f(y,)

i i ]
Deci f(x)< f(a)< f(b)< f(y), adica f este strict crescatoare.

Prin urmare, toate corpurile complet ordonate fiind izomorfe intre ele, se pot identifica
ntre ele. Deci, putem defini ca fiind corp al numerelor reale, orice corp complet ordonat, adica
avem:

Definitie. O multime nevida [ pe care sunt definite doua operatii interne, + (adunarea)
si - (inmultirea), precum si o relatie de ordine <, se numeste 0 multime a numerelor reale daca:

a) (0 ,+-) este corp comutativ

b) < este compatibila cu structura de corp, adica

bl)pentru Va,b, X,y ell astfel incat y>0 si a<b,rezultda a+x<b+x si ax <bx

b2)pentru orice acl] avem a>0 sau a<0
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C) pentru orice submultime A — 0 care este nevida si marginita superior, exista SUpA.

Tn continuare, vom evidentia lista proprietatilor definitorii ale multimii numerelor reale.

Teorema. [J este corp arhimedeean, adica pentru orice a,pel , b>0existan € [J astfel

incat a < nb.
Demonstratie. Presupunem, prin reducere la absurd, ca exista a,b el],b >0 astfel incéat
nb<a, nel . Atunci multimea A={nb|n el } este nevid si majorata, deci exista
Z = SUpA.

Deci, pentru orice numar natural m, avem
mb+b=(M+1)b<z=mb<z-b=z<z-b adica contradictia b<0.

Observatie. Teorema anterioara arata ca pentru orice numar real exista un numar

natural mai mare dect el.
Partea intrega si partea fractionara a unui numar real

Teorema (de existentd a partii intregi). Pentru orice a€ll , exista un unic n€l] _ astfel
incdt n<a<n+1.
Demonstratie. Din teorema precedent, avem ca pentru orice a,b € [ , b >0 exista
nel , astfel incat a < nb. Pentru b =1, obtinem a €1 ,a > 1, exista ne(] astfel incata < n.

Prin urmare multimea M ={m €[] | a < m} este nevida. Deoarece [] este bine ordonata, putem

considera n’ primul element al acestei multimi. Avem n'>2, deci n'-1¢ M, deoarece, daca
n'-1el] = n'<n'-1, contradictie.

Deci n'-1<a<n' si notdnd n'-1=n, am aratat ca pentru orice ae] , a > 1, exista
nel , astfel incdt n<a<n+1.

Lucrénd cu —a, obtinem ca pentru orice a€ (1, a < -1, exista nell, astfel incat
n<a<n+1.

Daca a €[-1,0), pentru n=-1, avem —1<a<0, adica n<a<n+1

Daca a €[0,1), pentru n=0, avem 0<a<1, adica n<a<n+1

Prin urmare, avem ca a€ [J , exista ne [J , astfel incat n<a<n+1.

Aratam cd n este unic. Daca existd m, ne(J, m =n, astfel incdt n<a<n+1 si

m<a<m+1, atunci, ludnd, de exemplu, m < n, obtinem contradictia a<n+1l<m<a.
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Numarul n se numeste partea intrega a lui a, deci, putem enunta urmatoarea definitie:
Se numeste partea intregd a numarului real a, numarul, notat [a], care reprezinta cel

mai mare ntreg mai mic sau egal cu a. Deci [x]el, Vxell si[a]<a<[a]+1.

Se numeste partea fractionarda a numarului a, numarul, notat {a}, care este egal cu

diferenta dintre a si partea sa intrega, adica {a} = a - [a].
Din [a]<a<[a]+1 avem cd {a} =a- [a] >0 si {a}=a-[a] < 1, adica 0<a<l.
Proprietati.
.Pentru mell,m<x<m+1=[x]=m
.Pentru mell,m<x<m+lm<y<m+1=[x]=[y]=m
. [X]=x{x}=0,vxel

1
2
3
4. [x+K]=[xX]+k {X+k}={x}, Vk el],Vx el
5. [X+Y]>[X]+[y], VX, y el

6

- Dyl=Ix]lyl vx y el
[%}=[%},VneD*,VXeD

: [x]+{x+%}+[x+g}r...+{x+n—_l}=[nx],Vn el vxel

n n

~

o

Teoremade densitatealui J siO\D inD .

a) Intre doua numere reale diferite exista o infinitate de numere rationale.
b) Suma dintre un numar rational si Un numar irational este un numar irational
c) Intre doud numere reale diferite exista o infinitate de numere irationale.

Demonstratia s-a facut in capitolul precedent.

O multime A se numeste numarabild, daca este echipotenta cu multimea numerelor

naurale, adica 3f :0 — A bijectivd. Dacia notim f(n)=X, avem
A={X, Xy Xy}, X% # X, Vi #

Principiul  lui  Cantor (lema intervalelor  inchise incluse). Fie

l,bol, o1, 2.2, D>... un sir de intervale nevide, inchise si  marginite si

I, =[a,,0,]c,n>0. Atunci intersectia acestor intervale este nevida.
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Demonstratie. Avem inegalitatile 8, <@, <...<a, <..<b <..<b <h,
Fie multimile: A={a, |n>0},B={b, |m>0}c0 . Exista a=supAb=infB siavem a<b

deoarece &, <h, . Fie xe[a,b]=a, <a<x<b<b,vn=0=xe[]l,

n>0

Propozitie. Multimea .| este numarabila.

Demonstratie. Fie A, ={0}, A, :{1—lg—g§—§} Avem LU = U A, , deci, [
n nn nn n ned {0}

este cel mult numarabila si cum U este infinitd, deduce ca [J este numarabila.

Teorema. Multimea numerelor reale nu este numarabila.

Demonstratie. Daca [ ar fi numarabila, atunci [J :{Xl,xz,...,xn,...}, cu X, #X,, Vm=n. Fie
a,, b, astfel incat x, ¢[a,,b]. Prin impartirea intervalului n trei parti egale, avem ca cel putin
unul din cele trei intervale nu va contine X,. Asadar existd a,,b, , astfel incat [a,,b]>[a,,b,]
si X, ¢[a,,b,]. Repetand procedeul, obtinem un sir (1,) _ de intervale inchise cu propietatile:
X, ¢[a,.b,] si [a,b]>[a,.b]>...2[a,,b,]>... Dar aceste intervale, conform lemei

anterioare, au intersectia nevida. Deci, 3x e[ , astfel incat xe |l ,Vnell si x# X, deci x [

. Contradictie cu faptul ca x e[l .
Propozitie. Fie ¢# Acll 0 multime minorata (respectiv majoratd) si a=inf A

(respectiv b=sup A). Atunci a (respectiv b) este limita unui sir de elemente din A.

- L . 1
Demonstratie. Cum a este cel mai mic element al multimii A, avem ca a+—,nel nu este
n

) o o 1 . . "
minorant pentru A, deci, existd a, € A astfel incat a<a, <a+ﬁ, deci, a=Ilima,. In mod

nN—o0

analog se obtine un sir convergent la b.

Teorema lui Knaster de punct fix. Pentru b,cll,b<c. Fie b si ¢ numere reale,

b<c si f:[b,c]—[b,c] ofunctie crescitoare. Atunci exista X, €[b,c] astfel incat f(X,) =X,

Demonstraie. Fie E={xe[b,c]|x<f(x)}. Multimea E este nevidi deoarece

f(b) e[b,c]=b < f(b) . E fiind 0 multime majorata de numere reale, exista Xo= sup E
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Avem x, = !ilpobn,bn e Ec[b,c]=x, €[b,c], prin urmare are sens f(Xo). Fie
X € E = X< X, si cum f este crescitoare avem ca f(X) < f(X,).Dar xe E= x< f(x) . Deci
X< (%), VXeE, adica f(x,) este majorant al multimii E = X, < f(X,) . Din f crescitoare
avem = F (%) < F(f (%)= f(X)eE= f(x,)<x,=SUpE.

Obtinem X, < f (X)), f (%) <X, = f(X))=%;.

Radicali. Puteri. Logaritmi.

Teorema. Pentru orice numar real a >0 si orice numar natural n, exista

x,> 0, unic, cu proprietatea X, =a.
Demonstratie. Daca a = 0, atunci x, =0. Fie a >0. Din Teorema luiKnaster de punct fix aplicata

. a-x" . :
functiei f:[0,a+1]—>0,f(X)=X+——-5, b = 0 si ¢ = a+1, vom avea cd exista
’ n(a+1) ’

X, €[0,a+1] astfel ncat f(X,)=X,, adici X, =a. Pentru a indeplinii conditiile teoremei
anterioare trebuie demonstrat ca functia f este crescatoare si f([0,a+1]) =[0,a+1]. Avem
0<x<y<a+l=x*<(a+D* y <(a+1)" vkel =

o1 X" X"y 4 xy" P+ Yy <n(a+ )"t S

n(a+1)"* B

XXy L xy" Py <n(a+ )t = 1-

0

y" —x" XXy A xy" Ry <n(a+ )M
fF)-f(y)=(y—-xX)———=(y—x)| 1- >0
) -t (y)=(y—-x) @) (y )[ @)

= f(x)< f(y), adica f este crescatoare.

a a—(a+1)"
Pentru f(O):—n_lZO,f(a+1)=a+l+Lr21£a+1 si cum f este
n(a+1) n(a+1) ’

crescitoare, rezultd cd f(X) €[0,a+1], vx€[0,a+1].
Unicitatea. Presupunem ci existd doud numere reale X, # X, X, >0,X >0, astfel incat
Xg=2a,X =a.Din X, #X =X >X, Sau X <X,.

Dacd X >X, = X >X;. Dacd X <X, = X <X, .Deci, a< a contradictie.
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Unicul numar x,> 0 care verifica ecuatia X, =a se numeste rdadacina de ordinul n a

lui a si se noteaza Ya .

Proprietatile radicalilor.

1. (Q/a)n:a, a=0,nel]

2. Ya* :(Q/g)k, a>0,nel kel

3. Wa" =%a“ a>0,n,mel kel
4. Ya =, a>0,nmel

5. Q/%:Q/QQ/B, a=20,b=0,nel si Q/ézig, a=0,b>0,nel

6. Daca a>1:>Q/5>1;dacé O<a<1:>0<2/5<1, nell

Demonstratie.

1. Deorece Ya este solutia pozitivd a ecuatiei X; =a, avem ca (Q/E ) =a si
Ya>0,va>0
k n n kn n
2. Notim cu u ={/a* ,v=(2/5) =u" =(” ak) =a“v =(Q/§) =a“=u"=v
~ - k - . -~
In mod analog, folosind notatiile u =4/a*,v= (2/5 ) se demonstreaza si proprietatile 3-5.

6. Presupunem, prin absurd, ca a>1,4a <1. Ridicand la puterea n, obtinem a<1,
contradictie.
Daci a < 0 ecuatia X*" =a nu are nici o solutie reald (radicalii de ordin par al numelor

negative nu au sens).

n+1

Daci a < 0 ecuatia X*"" =a are o singuri solutie reald negative. Solutia negativi se

noteaza, 1n acest caz, *"Ja . De asemenea, proprietatea 2. nu mai are sens, daci n este par.

Fie aell,nell

Definim puterea cu exponent natural, a", inductiv, astfel: a‘'=a,a" =a"-a.

Definim a° =1.
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Proprietiti. Fie a,bell,nel]
1. a"=0<a=0
2. 1"=1.

3. (ab)"=a"p"

4. Daca aio,(lj =in
a a

5. O<a<b=0<a"<h"

6. Dacin>20<a<l=a"<asi x>1=>x">x

7. @' =(ab)" si a™ =(a")"

. - a1
Daca aell ,nell, definim puterea cu exponent negativ, a™ = —
, . m . m 1 1
Fiea>0si r=—,mel,nel , un numar rational. Avem r=—=m-—=—-m si,
n n n n

k
din propriettile radicalilor: {/a“ :(Q/E )

m
_ m
Definim puterea cu exponent rational astfel: a" =a" ={/a™ = (Q@ )

m

Dacia=0sir>0 avem 0" =0" ={/0" =(2/6)m =0, iar daca r<0, 0"'nu mai este

definita.
Proprietati. Avem ca:

r

_a _
1.a-a"=a"", a>0,r,qellsi —q:ar ¢ a>0,r,qell
a

2. (ar)q =a" a>0,r,qel

r

3.(ab)'=a"-b", a,b>0,rel si (%) :%,a,b>0,reD

r

1
4. a@ =—,a>0,rel]
a

5 Dacia>lr>0=a" >1

6. Daca O<a<lr>0=a <1
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a"<la>1
7.Daca r<0=
a">10<axl

5 a'<a’,a>1
8. Dacar<s= . .
a >a,ax<l

a"<b",r>0
9.Daca O<a<b=>
a">b",r<o0

Demonstratia se face folosind proprietatile radicalilor si notdnd numerele rationale
m m'

,q=—,n=0
n n

r =

Fiea>0, xel si (r,) un sir de numere rationale convergent la x. Sirul (ar”) este
convergent catre un numar o

Definim puterea cu exponent real astfel: a* =lima", unde limr, =x,r, €] .

n—oo n—oo
Proprietati. Fiea ,b >0, x,y el

X

1 aa=a” G & g0

a*>la>1
5, x>0=>
a*<l0<ax<l

a*<la>1
6. X<0=>
a*>10<a<l1

a*<a’,a>1
7. X<y=
a*>a’,0<ax<l

a*<b*, x>0
8. O<a<b>
a*>b* x<0

9. x,>x=>a"—»>a"

67



10. Dacd a>0,a#la" > a* = x, > X

Pornind de la ecuatia @* =b (care are sens pentru a > 0 si deci si pentru b > 0; daci a
= 0 este necesar ca x > 0 si atuci b = 0), care are o singura solutie, pentru a=1 (cand a =1
ecuatia nu are solutie unica: sau X ¢, dacd b=1, sau x e[l , cand b=1) definim notiunea de
logaritm.

Fiea>0, a=1 si b>0. Numarul real, unic, x care verifica egalitatea a* =b se numeste

logaritmul lui b Tn baza a si se noteaza log, b

Avem ci 2" =b,log, a=1log,1=0
Proprietati.
1. log, Xy =log, Xx+log, y, a>0,a=1x,y>0

2. Iogaizlogax—logay ,a>0,a=1,x,y>0
y

3. log, x* =alog, x, a>0,a=Lael]
4. a°%* =x,log,a* =x,a>0,a=1,x>0
5.Daci a>1x<y=log, x<log, y

6. Daci O<a<lLx<y=log, x<log, y

log, x>0,x>1

7.Daca a>1=
oo {Iogax<0,0<x<1

log, x<0,x>1

8. Daca a<l=
oo {Iogax>0,0<x<1
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Capitolul VI. Consideratii metodice

Matematica este o stiinta abstracta a realitatii, 0 stiintd, in cea mai mare parte, deductiva,
motiv pentru care nu orice adevar matematic are o aplicatie practica directa. Matematica se
nscrie printre disciplinele fundamentale care, alaturi de celelalte obiecte de invatamant, aduce
0 contributie insemnata la pregatirea generald a elevilor. Prin lectiile de matematica ii facem
pe elevi sa inteleaga si sa descopere frumusetea cuprinsa in randurile laconice ale formulelor,
teoremelor si principiilor stiintifice. In procesul de cunoastere a realitatii de catre elevi, acestia
ajung treptat, n functie de felul in care se realizeaza cunoasterea, la 0 imagine globala asupra
realitatii, la o anumita atitudine de principii in ceea ce priveste relatiile dintre ei si realitate, la
elementele fundamentale ale conceptiei stiintifice despre lume.

Astfel, elevul ajunge sa inteleaga ca legile naturii actioneaza in mod obiectiv, ca nu se
poate comanda lucrurilor, decat ascultand aceste legi, ca nu exista mistere de nepatruns, ci
numai probleme de rezolvat. Datorita studiului matematicii, elevul se ridica de la viziunea
empirica despre lume, la una organizata rational, catre stiinta.

Orientarea lectiilor de matematica spre formarea capacitatii de abordare dialectica a
realitatii trebuie realizata in contextul unei tehnologii didactice orientate spre activitatea
nemijlocita a elevilor. Trebuie actionat ca lectia sa devina activa, participativa, conducandu-i
pe elevi sa stabileasca legaturi ntre informatii noi si datele experientei personale, sa
interpreteze, sa caute solutii, Tn general sa gandeasca, sd ia parte activa la elaborarea
cunostiintelor.

Lucrurile se limpezesc in mintea elevului atunci cand profesorul evidentiaza importanta
lor. Urmarind o astfel de tehnologie didacticd, se constata ca explicatiile se inteleg mai bine si
sunt urmdrite cu mult interes de catre elevi, ele avand la bazd o cerintd izvorata dintr-0
necesitate practica, exterioara matematicii.

Studiul matematicii trebuie sa se intemeieze pe conceptele de numar, ecuatie, operatii
cu numere, functie etc., pe care sa le abordeze in gimnaziu si sa le dezvolte n liceu, astfel incét,
prin caracterul lor operational, sa-1 poata introduce pe elev in logica stiintei matematice si Tn
sistemul ei de lucru.

Notiunea de numar este una dintre notiunile fundamentale ale algebrei. Studiul algebrei
conduce succesiv la generalizarea notiunii de numar, Tntelegerea acestui concept facandu-se
prin extinderea progresiva a multimii sferei numerelor studiate: de la numere naturale, la

numere complexe. Pornind de la multimea numerelor naturale (inclusiv zero), se introduc ntai
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fractiile, apoi numerele intregi. Tn linii mari, se respecti ordinea in care au aparut aceste numere
in decursul dezvoltarii matematicii - dar numai n linii mari.

In programa scolara, studiul multimii numerelor reale ocupi, in prezent, un loc destul
de important. Notiunea de numar real (irational) este introdusa incepand cu clasa a VIlI-a, dar
elevul intuieste existenta lor inca din clasa a V-a atunci cénd, in rezolvarea ecuatiilor, de
exemplu ajunge la expresii de forma x+2 = 0, 2x = 3 sau x? = 2 despre care afirmi ci nu au
solutie in multimea numerelor naturale, intregi respectiv rationale.

Voi exemplifica felul cum se face trecerea treptata spre notiunea de numar real.

La Tnceputul clasei a V-a, se introduce notiunea de numar natural. Gasim capitolul
,Numere naturale” cu continuturi ce-l introduc pe elev in studiul matematicii: de la scrierea si
citirea numerelor naturale in sistemul de numeratie zecimal, pana la Probleme care se rezolva
cu ajutorul ecuatiilor si al inecuatiilor si probleme de organizare a datelor.

Aici intalnim, in cadrul lectiei: ,Diferenta a doud numere naturale”, urmatoarea
afirmatie: ,,Intr-o scadere n care descazutul este mai mic decat scazatorul, rezultatul nu este
un numdr natural”®, deci existi si altfel de numere decét cele naturale. Tot aici, in cadrul lectiei
,,Patrate perfecte”, gasim:

Exercifiu. Dovediti c&, oricare ar fi numirul natural p, 5p+2 nu poate fi patrat perfect’.
Solutie. u(5p+2)e{2,7}, dar u(p.p.) €{0,1,4,55,6,9}, prin urmare 5p+2 nu poate fi scris ca

patratul unui numar natural, adica nu exista nici un numar natural care ridicat la patrat sa faca
5p+2. Dar un numar care este de alta natura va fi existand?

Tn cadrul lectiei ,,Divizor. Multiplu”, gasim urmitoarea problemi rezolvata:
Exercitiu. Aflati x e[] , astfel incat (3x-2) sa fie divizibil prinl4.

Solutie. Dacd x €[ si (3x-2) trebuie si fie divizibil prin14, atunci (3x—2) e D, ={1,2,7,14}

de unde rezultd ca 3x -2 =1 sau 3x - 2 =2 sau 3x - 2= 7 sau 3x - 2 = 14, adica 3x = 3 sau

3x = 4 sau 3x = 9 sau 3x = 16. Deoarece x [l , obtinem x =1 sau x=3.8

Prin urmare, avem ecuatiile 3x =4 si 3x = 16 care nu au solutii in multimea numerelor naturale,
motiv pentru care este nevoie de introducerea unei multimi mai mari in care aceste ecuatii sa

aiba solutii.

® Mihaela Singer si colectiv- Matematicd, Manual pentru clasi a V-a, Editura Sigma, Bucuresti, 1998, pag.11
" Mihaela Singer si colectiv- Matematicd, Manual pentru clasi a V-a, Editura Sigma, Bucuresti, 1998, pag. 37

8 Mihaela Singer si colectiv- Matematici, Manual pentru clasi a V-a, Editura Sigma, Bucuresti, 1998, pag. 69
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Tot in programa de clasa a V-a, intalnim si capitolul ,,Numere rationale mai mari sau
egale cu 0”, cu continuturi ce intoduc notiunea de fractie ordinara si fractie zecimala. Aici
intélnim, la lectia ,,Numere zecimale periodice”, urmatoarea afirmatie: ,,Putem scrie orice

numir zecimal periodic ca numir fractionar®

. Dar, daca numarul nu este periodic, afirmatia
mai ramane valabila? Tn cadrul aceluiasi capitol, la lectia ,,Multimi de numere” le este

prezentata elevilor incluziunea U < <l cu dialogul: ,,Toate numerele invatate de noi pana
acum sunt rationale. Dar exista si numere care nu sunt rationale?”,,Da, dar vom invata despre
ele mai tarziu!”*°

Trecand la clasa a VI-a, dupa recapitularea notiunilor din anul precedent, gasim, in
capitolul ,,Numere intregi”, lectia ,,Radacina patratd” care se introduce pornind de la patrate
perfecte si de la o problema de geometrie: ,,Costel vrea sa taie, dint-o coala mare de carton, o
bucati Tn forma de patrat cu aria de 2500cm?. Precizati cum trebuie si pocedeze el. Rezolvare.
<<Trebuie sa gasesc mai intai latura patratului>>.

Daca un numar intreg nenegativ k este patratul unui numar intreg nenegativ x, atunci x

se numeste radacina patrata a numarului k. Scriem: \/E =X. \/E =X inseamni K = x*,x>0.
Exemple. V0 =0,v1=1,/16 =4,/(-3)> =3.

Ecuatia X’ =a’(a€l), are in multimea numerelor intrgi doud solutii a si —a sau, tncd, Va’

si - \/a—2

Exemplu. Ecuatia X* =77 are solutiile 7 si -7,
La aceasta lectie, ca aplicatii, gasim exercitiile:
Exercitiu. Demonstrati ca V2 el |

Demonstratia acestei afirmatii este prezentata intr-un capitol anterior. Apare, pentru prima data

la nivel de gimnaziu, faptul ca existda numere care nu apartin multimii [J , cea mai mare multime

de numere de pana acum.

Exercitiu.Determinati numerele intregi x si y, stiind ca \/(x +3)° + \/(y— 2)* =3
Rezolvare. |X+3|+|y—2|=3. Cum modulele celor doud numere sunt nenegative, avem

situatiile:

® Mihaela Singer si colectiv- Matematicd, Manual pentru clasi a V-a, Editura Sigma, Bucuresti, 1998, pag. 164
10 Mihaela Singer si colectiv- Matematicd, Manual pentru clasi a V-a, Editura Sigma, Bucuresti, 1998, pag. 169
11 George Turcitu si colectiv-Matematicd, Manual pentru clasd a VI-a, Editura Radical, Drobeta Turnu Severin,
1997, pag. 55
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|x+3|=0,|y-2]=3=x=-3,ye{-15}; |x+3]=L|y-2|=2=xe{-4,-2},ye{0,4}
|x+3|=2,|y-2|=1=xe{-5,-1},ye{13}; [x+3]=3,|y-2]=0=xe{-6,0},y=2

Tn clasaa Vll-a, elevii de gimnaziu iau act de existenta numerelor irationale in capitolul
,Multimea numerelor reale”, cu continuturile: Radacina patratd a unui numar natural patrat
perfect, Algoritmul de extragere a radacinii patrate dintr-un numar natural; aproximari,
Exemple de numere irationale; multimea numerelor reale; modulul unui numar real: definitie,
proprietati; compararea si ordonarea numerelor reale; reprezentarea numerelor reale pe axa
numerelor prin aproximari; Reguli de calcul cu radicali: scoaterea factorilor de sub radical,
introducerea factorilor sub radical, Operatii cu numere reale (adunare, scadere, inmultire,
impartire, ridicare la putere, rationalizarea numitorului); Media geometrica a doua numere reale
pozitive.

Introducerea notiunii de numar real se face dupd o recapitulare a continuturilor:
Rédacina patrata a unui numar natural patrat perfect si Algoritmul de extragere a radacinii

patrate dintr-un numar natural; aproximari. Mai Tntai se prezinta rezolvarea problemei
N2l apoi cateva exemple de numere despre care se cere sd li se spund natura, cu

precizarea cd orice numar rational se poate scrie ca fractie zecimald cu un numar finit de
zecimale sau ca fractie zecimala periodica si exemple de numere despre care trebuie sa arate,
prin reducere la absurd, c¢i nu sunt rationale, dupa care se definesc numerele irationale?: Acele
numere care nu sunt rationale le numim irationale. Tn exprimare zecimala, numerele irationale
au partea zecimala infinita si neperiodica.

Fiecarui punct de pe axa numerelor Ti corespunde un numar pe care il numim numar
real si care este rational sau irational.

Notam cu [J multimea numerelor reale. Deci, (1 \[l este multimea numereor irationale.

Exemple de numere irationale: V3;-37;1++/2;2,36571.....
Reguli de calcul cu radicali:

= Produsul radicalilor:v/a -+/b =~/ab; oricare a,b e ,
= Catul radicalilor:ﬁz\ﬁ; oricare a,bell ., b=0
Jo \b

» Scoaterea factorilor de sub radical: va’b = a| Jb, oricare ae,bel .

12 George Turcitu si colectiv-Matematicd, Manual pentru clasd a VIl-a, Editura Radical, Drobeta Turnu Severin,
1997, pag. 50
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Exemple. ~/500 =~/5-100 =~/5-4/100 =10+/5 ; 1/108 =~/3-36 =+/3:/36 =6+/3;

12 344 23
25 J»5 5

= |ntroducerea factorilor sub radicali: a\/BZ va®b , oricare a,bell ,

Exemple. 3v2 =+/322 =18 , -5\/3=—/53 =—/75
Observatie. Nu se introduc factori negativi sub radical.

= Rationalizarea numitorilor: Daca numitorul unui raport de numere reale este de

forma a\/B, prin amplificarea raportului cu Jb , humitorul devine un numar rational si Spunem

cvb

- . - - C * *
ca am rationalizat numitorul —==——,a€l] ,bel
avb ab

Exemple.

5 56 =32 326 32423 63
Fs T /s 6 e W

1043 1043v2 106 56
w2 922 18 9

Observatie. Na*t b # \/ai \/B

Cu toate ca numerele irationale nu se reduc doar la numere de forma \/5, multe
exercitii utilizeazd numere de forma amintitd. Metodele cele mai frecvente de a ardta ca
Jaed \O | sunt:

Metoda 1. (utilizand ultima cifrd). Daca ultima cifra a numarului a este una dintre 2,3,7,8,
atunci va e \[J

Metoda 2. Utilizand metoda reducerii la absurd

Metoda 3. Aratam ca numarul @ poate fi incadrat intre doua patrate perfecte consecutive, astfel
ca a nu va fi patrat perfect si astfel Jael \O .

Metoda 4. Daci p este numir prim, astfel incat p il divide pe a, iar p? nu il divide pe a, atunci
VJaed\o (Orice patrat perfect are exponentii factorilor primi din descompunere numere

pare.)
Metoda 5. Utilizand teorema impartirii cu rest si formulele de calcul prescurtat, aratam ca

numerele de o anumita forma nu pot fi patrate perfecte.
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In clasa a VIll-a, se consolideaza operatiile si calculele cu numere reale. Avem
capitolul ,,Numere reale”, cu continuturile: Reprezentarea numerelor reale pe axa numerelor
prin aproximari, Modulul unui numar real, Intervale de numere reale; Operatii cu numere reale;
rationalizarea numitorului, Calcule cu numere reale reprezentate prin litere; formule de calcul
prescurtat, Descompuneri in factori (factor comun, grupare de termeni, formule de calcul),
Rapoarte de numere reale reprezentate prin litere; operatii cu acestea.

Noutatea acestui capitol este notiunea de interval. Ca submultimi ale multimii

numerelor reale, in afarda de [,UJ,J si multimea numerelor irationale sunt introduse

intervalele. Cu ajutorul lor solutiile unor inecuatii Tn [ se pot scrie mai usor. Multimea
numerelor reale nu are un cel mai mic sau cel mai mare element. Acest fapt se evidentiaza prin
simbolurile —o0,0 si astfel [J = (—oo,0)

Intervalele simetrice fatd de origine se pot caracteriza cu ajutorul modulului, astfel:

(-a,a)={xel | x|<a}, [-a,a]={xel || x|[<a}.

Exercitiu. Scrieti ca interval multimile: A={XED || x|= X},B={XED | x|= —X} 13
Solutie. | X[=X,| X[20=x>0= A=[0,00) =1 ,

| X|==X|X>0=>-Xx>0=Xx<0= A=(—x0,0]=0 _

Dupa introducerea formulelor de calcul prescurtat, putem efectua mai rapid calcule

aritmetice si algebrice, ca de exemplu rationalizarea numitorilor ce contin expresii de forma
a++vb,va+vb cu conjugatul acestora a+ Vb, aFb :

c _c@ib) ¢ _c(aTyb)
atvb @ -b 'Jatib a-b

_3(2+3) 3(2++3) _
s B BB 7os e
10 _ 10(\/5—\/§) _10(\/§_J§)_ .
Fodi (BrBBB 5a W)

Pentru continutul: Descompuneri in factori (factor comun, grupare de termeni, formule

Exemple.

de calcul) propunem urmatoarele exercitii cCu numere irationale care admit doua descompuneri

Tn factori:

1. Sa se descompuna in factori: 10+2 \/Z .

13 Corneliu Sava si colectiv- Matematicd, Manual pentru clasd a VIlI-a, Editura Teora, Bucuresti, 2005, pag.11
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Solutie. Metoda I. Factor comun 2: 10+ 221 = 2(5+ \/ﬁ)

Metoda a ll-a. Se foloseste formula a2+2ab+b2 = (a+b)? , dupa ce se aplicd un
artificiu de calcul: 10+ 2+/21 = 7+3+ 2421 = (/7 ++/3)?.
Prin urmare avem: 10+ 2+/21 = 2(5+ \/ﬂ) = (ﬁ+ \/§)2 :

2. Sa se descompuna in factori : 8 - 2 \/7
Solutie. Metoda I. Factor comun pe 2 si rezulta 8 - 2\/7 =2(4- \/7 )

Metoda a ll-a. 8-2+/7 =7+1 - 247 = (/7 -1)?

Prin urmare avem: 8-27=2 4 - J7 )= (\/7—1)2

3. Sa se descompuna in factori: 12+ 2\/1_5 + 4\/5 + 4\/5 .

Solutie. Aplicand metodele de mai sus, rezulta:

12+ 2415 + 45 + 44/3 = 2(6 + /15 + 2/5 + 24/3) = (\/6 + /3 + 2)?
8+2\/1_5

4, Simplificati fractia: ———

J5+3°

Solutie 8+2\/E= (\/§+\/§)2
T B3 B+

8+24/15 = 2(4+ \/E) , parea ca fractia este ireductibila daca elevului nu-i vine ideea de a

= \/5 + \/§ pe cand, daca se vedea doar forma

rationaliza numitorul.

Aplicatii ale numerelor reale n diferite concursuri si publicatii*®,

1. Numerele intregi din intervalul [-5,4] sunt in numar de ... (Evaluare
Nationala,2012, Model)
Solutie.[-5,4] ={-5,—4,—-3,-2,-1,0,1, 2,3,4}. Numerele intregi sunt in numar de 10.

2. Se considera multimea A={x el |2x <4} Multimea A este egald cu intervalul ...

(Evaluare Nationala, 2012)

Solutie. 2X <4< X <2< X e (—:,2]. Deci A= (—x,2]

3. Si se arate cd numarul |5—-3|+

4 N :
este intreg. (Evaluare Nationala, 2012,
3-+5

subiect de rezerva).

14 http://mate.info.ro/Materials.aspx?Categ=1, Numere irationale
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http://mate.info.ro/Materials.aspx?Categ=1
http://www.google.ro/url?sa=t&rct=j&q=numere%20ira%C5%A3ionaleincep%C3%A2nd%20cu%20clasa%20a%20vii-a%20elevii%20de%20gimnaziu%20iau%20act%20de%20existen%C5%A3a%20numerelor%20ira%C5%A3ionale&source=web&cd=1&sqi=2&ved=0CEUQFjAA&url=http%3A%2F%2Fler.is.edu.ro%2F~cex_is%2FMatematica%2Fresurse%2Fcexcl8s2.doc&ei=8PgoUOHkApDitQas1IGoDg&usg=AFQjCNE6nZciotTtFuNBoAqIvU8UJioMMA&sig2=JHXjfHXZwrcx6gdx9nJDAg

Solutie. \/§—3<O:>‘\/§—3‘:—(«/§—3):3—\/§.Avem

4(3+£) (3+\f)
T )

4. Ardtati cd a=2(8++/18)—3(4++/8) este numir intreg. (Evaluare Nationald, 2012,

=3-6+——2=-3-5+3+6=6¢l

‘\/5—3‘+ﬁ:3—\/§+

sesiunea speciald).

Solufie. a= 2(8+3J§)—3(4+2J§)=16+6J€—12—6J€=4em

5. Calculati media geometrica a numerelor a= 37 -/63+24;b = x/ﬁ—‘S—«/E‘ :
(Simulare Evaluare Nationala, Iasi).
Solutie. m, =+/ab,a,b > 0.
a=3J7-3J7+24=24;b=10- ( (3- \/_)) \/1_0+3—\/1_0=3,prin urmare avem
=24-3=6V2

6. Aratati ca numarul a= (\/§+\/§)(5—\/€)+(\/§—1)2 —34/3 este natural. (Evaluare

Nationala, 2011).

Solutie. Dupa desfintarea parantezelor, obtinem
a=5/3-18+5J2-\12+2-2/2+1-3/3 =a=3¢€ll .
7. Se considerd multimea A={x €[] |2x<4}. Enumerati elementele multimii A~[

(Simulare Evaluare Nationald, 2011, Dolj).
Solutie. 2Xx <4< x<2<< X e (—0,2]; A=(—x0,2]; ANl = An(—x0,2]={0,1,2}

8. Daci a,bell | iar Va++/b el , atunci va,vb el ,

Solutie. Daca a=b=0, evident. Fie \/5+«/5 =r >0 atunci din formula

(a—b)(a+b)=a?—b?, obtinem va—b = a-

b .
ell astfel ca, prin adunare, deducem

Jael ., 1ar prin scadere deducem Jbel .
9.Dacda a,bel \00 si a+bel iar x,yell,x=Yy,atunci ax+by el \
Solutie. ax+by =ax+bx—bx+by =x(a+b)—b(x-y) el \[J

X
10. Daca x,y sunt numere irationale astfel incat x+yell si —e 1, aflati X+ y2°“.
y
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Solutie. X+y :5+1:£(x+y). Membrul stang este din [ iar cel drept din [0 \[J astfel ca
i y y

x+y = 0 de unde x = -y. Atunci X**** + y** = x4 (—x)®" = x* M —x*" =0

2
11.Ardtati ca , / n 7+1 el \[J pentru orice numar natural n.

Solutie. \/ 2/ d l. Analizand cazurile n =7k+r, r €{0,1,..,6}, deducem cd n*+1
’ 7 7
nu este divizibil cu 7 de unde concluzia.
dn-2
12.Gasiti ne \{-5}, daca el
n+5
Solutie. Fie n-2 _ E;(a, b)=1b=0. Atunci
n+5 b
_ 2
an-2_ a_z = (4n—2)b* = (n+5)a’® = 4nb? — 2b* = na® + 5a*
n+5 b
2 2 2
= n(4b*—a*)=5a*+2b* =n =%=—5+%
4b” —a 4b° —a

Pentru can sa fie numar intreg este necesar ca 22 sa fie divizibil prin 4b® —a®
deoarece (b®,4b*—a*)=1. Analizand cazurile 4b* —a* e{l1,2,11,22} deducem ca numai
b=3, a=5 iar n =13 convine.

13. Fie A={x,y,z},x ] . Daci =<2 == NF Earitati ci A\ =D
Solutie. Daca y ¢[] ,atunci ye \[J iar A\ = .Daca yell = yell, deci,

(y-x)(y+x)=1 de unde, x=0,y=1,z= <2, iar A\l =&

14. Justificati ca urmatoarele numere sunt irationale:

a=+10:b=+n++n+1;c=/9n% +n; M;

R = e e W e

$=+/2008%% +2009%° : t = 0.101001000100.......

Solutie. Se aplica cele cinci metode folosite pentru a arata ca ~/a [ \[] , prezentate mai

Sus.
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Trecand de la gimnaziu catre liceu, observam, in primul rand, ca se face o diferentiere
a materiei predate astfel, planurile cadru pentru clasele a IX-a si a X-a liceu (anexa 1 laOMECT
5723/23.12.2004) sunt structurate pe trei componente: trunchi comun (TC), curriculum
diferentiat (CD) si curriculum la decizia scolii (CDS). Programa scolarda de Matematica este
structuratd pe formarea de competente (ansambluri structurate de cunostinte si deprinderi
dobandite prin invatare) si este structurata pe un acelasi ansamblu de sase competente generale,
indiferent de specialitatea urmata:

1.Identificarea unor date si relatii matematice si corelarea lor in functie de contextul in
care au fost definite;

2. Prelucrarea datelor de tip cantitativ, calitativ, structural, contextual cuprinse Tn
enunturi matematice;

3. Utilizarea algoritmilor si a conceptelor matematice pentru caracterizarea locala sau
globala a unei situatii concrete;

4. Exprimarea caracteristicilor matematice cantitative sau calitative ale unei situatii
concrete si a algoritmilor de prelucrare a acestora;

5. Analiza si interpretarea caracteristicilor matematice ale unei situatii-problema;

6. Modelarea matematica a unor contexte problematice variate, prin integrarea
cunostintelor din diferite domenii.

Competentele specifice difera pentru cele trei componente, cu precadere la

competentele generale 2, 3 si 4, iar continuturile sunt, dupa cum urmeaza:

Trunchi comun— 2 ore

Trunchi comun (2 ore) si

curriculum diferentiat (1 ora)

Trunchi comun (2 ore) si

curriculum diferentiat (2 ore)

Multimi si elemente de
logica matematica

» Mulgimea numerelor reale:
operatii algebrice cu numere
reale, ordonarea numerelor
reale, modulul unui numar
real, aproximari prin lipsa
sau prin adaos; operatii cu
intervale de numere reale

Multimi si elemente de
logica matematica

» Mulgtimea numerelor reale:
operatii algebrice cu numere
reale, ordonarea numerelor
reale, modulul unui numar
real,

aproximari prin lipsa sau
prin adaos; operatii cu
intervale de numere reale

Multimi si elemente de
logica matematica

» Multimea numerelor reale:
operatii algebrice cu numere
reale, ordonarea numerelor
reale, modulul unui numar
real, aproximari prin lipsa
sau prin adaos, partea
intreaga, partea fractionara a
unui numar real; operatii cu
intervale de numere reale
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Se observa ca, la cea de a treia componenta, trunchi comun (2 ore) si curriculum
diferentiat (2 ore), apar notiunile de partea intreaga si partea fractionara a unui numar real. Ele
au fost introduse si Tn gimnaziu, dar, doar la nivel de definitie. Printre aplicatii, gasim®:

1. Sasearate ca daca x,y e[l si [X]=[y], atunci | x—y|<1
Solutie. Avem X,y el = x=[x]+{x}, y =[y]+{y}. Deci
x—y =[X]+{G - [yl —{y} ={x}—{y} e (-1,1) Prinurmare, [x—y|<1.
Observatie. Reciproca acestui exercitiu este falsa, deoarece, luand, de exemplu, x = 2,3, cu
[X]=2siy=32cu [y]=3, avem |x-y|=0,9<1,dar[x] = [y]

2. Sasearate ca {x}={y}=x-yell,vx,yell .
Solutie. Avem X,y el = x=[x]+{x}, y =[y]+{Vy}.

Daca {x}={y}, atunci x—y=[x]-[y]lel .

Daca x—yel, atunci avem x—y=[x]+{}-[y]l—-{y}el , dar [x],[y]eD , deci,
{G—{y}el Dar, {x},{y}<[0,1), deci, {X}—{y}e(-11) si din {x}—{y}el, ramane ca
{G—{y}=0, adica {x}={y}

3. Sa se arate ca, oricare ar fi numarul real x, are loc identitatea: [x]+[x+ﬂ =[2x]

(Hermite).

Solutie. x e[l = x =[x]+{x}.Avem cazurile:

[x].

a) Og{x}<%. Atunci, x+%=[x]+{x}+%<[x]+1. Cum x>[x], obtinem {x+ﬂ
Identitatea devine: [x]+[x]=[2x], dar [2x]=2[x], deci cei doi membrii sunt egali.
b) %s{x}<l. Atunci [x+ﬂ:[x]+1. Identitatea devine: [x]+[x]+1=[2x], dar

[2X]=2[x]+1, , deoarece 2x =2([x]+{x}) =2[x]+ XX} si
2[X]+1<2x =2[x]+2{x} < 2[x] + 2. Deci cei doi membrii sunt egali.

3 .1 1 1
4. Saserezolve ecuatia: — =—

+_
{3 x Ix]
Solutie. Avem conditiile de existentd: {X}= 0,x = 0,[x]#0=x ¢ J(0,1). Cum membrul

stang este pozitiv, avem ca ecuatia nu are solutii negative. Daca x>2, atunci [x] >2, iar

15 Mircea Ganga, Matematica, Manual pentru clasa a IX-a, Editura Mathpress, Ploiesti, 2001,
pag 61-64
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1o 16151 Ramaneca xe(12), cand [x] = 1. Ecuatia devine
x [x] {3

I PHR £
Xx-1 X 2

5. Sise demonstreze egalitatea: [ 1. 2} + [\/ﬁ] +[\/ﬁ] =6.

Solutie. Avem inegalitatile: 1<+1-2<2,2<+/2-3<3,3<~/3-4<4, de unde, deducem

[\/1_2] =1, [\/ﬁ] =2, [\/ﬁ] =3, adica avem egalitatea.

Observatie. Generalizand, obtinem [ 1. 2} + [\/ﬁ} +... +[«/n -(n +1)] = n(n2+1) ,Vnell

6. Sisearate cd [x]+[y]<[x+y]<[x]+[y]+LVx yel
Solutie. Avem x =[x]+{x}, y =[y]+{y}. Prin urmare, obtinem:
[x+ y1=[[x1+ {0+ [y1+{y}] = [x]+ [yl + [{x}+{y}].
Dar {x},{y}<[0,1) = {x}+{y}<[0,2) = [{x}+{y}] {0,1}. De unde, avem concluzia.

La nivelul clasei a X-a, competentele generale sunt aceleasi pentru toate componentele
si identice cu cele de la clasa a 1X-a. Intalnim capitolul ,,Numere reale”, cu urmatoarele
continuturi: proprietati ale puterilor cu exponent rational, irational si real ale unui numar
pozitiv, aproximari rationale pentru numere irationale sau reale, radical dintr-un numar
rational, n > 2, proprietati ale radicalilor, notiunea de logaritm, proprietati ale logaritmilor,
calcule cu logaritmi, operatia de logaritmare.

Competentele specifice difera pentru cele trei componente, dupa cum urmeaza:

Trunchi comun- 2 ore

Trunchi comun (2 ore) si

curriculum diferentiat (1 ord)

Trunchi comun (2 ore) si

curriculum diferentiat (2 ore)

1.1dentificarea

caracteristicilor tipurilor de
numere utilizate in algebra si
a formei de scriere a unui
contexte

numar real 1n

variate

1.1dentificarea

caracteristicilor tipurilor de
numere utilizate n algebra si
formei de scriere a unui
numar real sau complex in

contexte specifice.

1.1dentificarea

caracteristicilor tipurilor de
numere utilizate in algebra si
formei de scriere a unui
numar real sau complex in

contexte specifice.
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2.Compararea si ordonarea
numerelor reale utilizand

metode variate.

3.Aplicarea unor algoritmi
specifici calculului cu puteri,
radicali si  logaritmi n

contexte variate

4.Alegerea formei de
reprezentare a unui numar
real pentru  optimizarea
calculelor

de

vederea

5.Alegerea strategiilor
rezolvare in
optimizarii calculelor
6.Analiza validitatii unor

afirmatii  prin  utilizarea
aproximarilor, a
proprietatilor sau a regulilor

de calcul

2.Compararea si ordonarea

numerelor reale utilizand

metode variate.

3.Aplicarea unor algoritmi

specifici calculului puteri,

radicali,  logaritmi  sau
numere complexe in contexte

variate.

de

reprezentare a unui numar

4.Alegerea formei

real sau complex in vederea

optimizarii calculelor.

de

vederea

5.Alegerea strategiilor
rezolvare in
optimizarii calculelor.

6.Determinarea unor analogii
intre proprietatile operatiilor cu
numere reale §i complexe
scrise in forme variate si
utilizarea  acestora n

rezolvarea unor ecuatii.

2.Determinarea echivalentei
ntre forme diferite de scriere
a unui numar, compararea si
ordonarea numerelor reale.

3.Aplicarea unor algoritmi
specifici  calculului  cu

numere reale sau complexe

pentru  optimizarea unor
calcule si rezolvarea de
ecuatii.

4.Alegerea formei de

reprezentare a unui numar
real sau complex functie de
contexte n vederea
optimizarii calculelor

de

vederea

5.Alegerea strategiilor
rezolvare n
optimizarii calculelor.

6.Determinarea unor analogii
ntre proprietatile operatiilor
cu numere reale sau
complexe scrise Tn forme
variate si utilizarea acestora

in rezolvarea unor ecuatii.

Ca o noutate pentru elevul de liceu, apare notiunea de logaritm. Introdusd din

necesitatea rezolvirii ecuatiilor de forma a* =b, cu (a, b) = 1, se defineste logaritmul lui b in

baza a numirul real, unic, X care verifica egalitatea 8* =b,undea>0, a#1sib>0.

Avem ci 2" =b,log, a=11log,1=0

Ca aplicatii ale notiunii de logaritm, gasim?®:

1. Sase calculeze: log,~/2 +10g, V2+~/2 +10g,y2+y2+~/2 +log,y2—2++/2 .

16 Mircea Ganga - Matematici, Manual pentru clasa a X-a, Algebra,Editura Mathpress, Ploiesti, 2002, pag 72
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Solutie. Aplicand formula de restrangerea a sumei de logaritmi, obtinem:

log, \2 +10g, 2 +~/2 +10g, \2+~/2+/2 +log, \2-+/2++2 =
:Iogzﬁ\/2+\/§\/2+\/2+\/§\/2—\/2+\/§. Efectuand inmultirile convenabil, avem:

|og2ﬁ\/2+\/§\/4—(\/2+\/§)2 = log, V22 +v2\4-2-2 = log, +/2,[2* ~(V2) =

=log, V242 = log,2=1
2. Calculati [log, 25].

Solutie. ldeea este de a incadra numarul 25 intre doua puteri consecutive ale lui 2. Avem
2° <25<2°. Daci log,25=x=2"=25=2"<2"<2° = 4<x=log,25<5. Prin urmare,
[log, 25]=4.

3. S se arate cd numarul log, 5este irational.

Solutie. Presupunem, prin reducere la absurd, ca 10g,5 ar fi rational. Deci,
log, 5 :%,a,b eJ”,(a,b)=1. De aici, 2° =5, sau, prin ridicarea egalitatii la puterea b,

rezultd 2° =5°. Dar, membrul dreapt este un multiplu de 5, iar membrul stang nu se divide
prin 5, deci avem contradictie.
Observarie. Genelalizand, log,bell \ll & (a,b)=1,Vva > 0, a=1 b>0

4. Fie triunghiul ABC, dreptunghic in C, de laturi a,b,c. Dacac>b,c-b =1,
c+b =1, atunci log.,, a+log,_,a=2log.,,alog ,a.

Solutie. Folosind formula de schimbare a bazei, obtinem:

log, a log,.a , log,a log, a
log,(c+b) log,(c—Db) log,(c+b) log, (c—b)

log.,, a+log, ,a=2log., alog, , a<

Tinand cont ca l0g, a=1 si aducnd la acelasi numitor, obtinem: log, (c+b)+log,(c—b) =2,
adica log, (c+b)(c-b) =2 < a’ =c*-b® < a* +b® = ¢ < triunghiul ABC este

dreptunghic in C.

Trecénd la clasele a XlI-a si a Xll-a, intalnim cinci tipuri de programe scolare:
Matematica- programa 1
Filiera teoretica, profil real, specializarea matematica-informatica: 4 ore / sapt. (TC + CD)

Filiera vocationala, profil militar MApN, specializarea matematica-informatica: 4 ore / sapt. (CD)

82



Matematica- programa 2

Filiera teoretica, profil real, specializarea stiinte ale naturii: 3 ore / sapt. (TC + CD)
Filiera tehnologica, toate calificarile profesionale: 3 ore / sapt. (TC)
Matematica- programa 3

Filiera vocationala, profil artistic

Specializarile Arhitectura, Arte ambientale, Design. 2 ore/sapt. (CD)

Matematica- programa 4

Filiera vocationala, profil pedagogic, toate specializarile: 1 ora/saptamana (TC)
Filiera vocationala, profil sportiv, toate specializarile: 1 ora/saptimana (TC)
Matematica- programa 5

Curriculum diferentiat (CD): 2 ore/saptamana

Filiera teoretica, profil umanist, specializarea stiinte sociale

Filiera vocationala, profil militar M.A.l., specializarea stiinte sociale

Filiera vocationala, profil teologic, toate specializirile, cu exceptia specializarilor teologie
ortodoxa si patrimoniu cultural

In cadrul materiei de clasa a Xl-a, competentele sunt foate diferite, functie de profil,
astfel, la Programele 1, 2 si 3, la capitolul ,,Limite de functii”, apar continuturile: Notiuni
elementare despre multimi de puncte pe dreapta reala: intervale, marginire, vecinatati, dreapta
incheiata, simbolurile +oo si -0, limite de functi: interpretarea graficd a limitei intr-un punct
utilizand vecinatati, limite laterale pentru: functia de gradul I, functia de gradul al 1l-lea, functia
logaritmica, exponentiala, functia putere (n = 2, 3), functia radical (n = 2, 3), functia raport de doua
functi cu grad cel mult 2.

La Programa 4, apare capitolul ,,Structuri algebrice”, cu urmatoarele continuturi: Legi
de compozitie, proprietati. Structuri algebrice: monoid, grup, inel, corp, iar la Programa 5 nu
apare nici o referire la multimea numerelor reale, in schimb, la Filiera vocationala, profil
pedagogic, specializarea invatator-educatoare, intalnim, materia Aritmeticd, cu urmatoarele
doua capitole: ,, Multimea numerelor naturale”, cu continuturi ce definesc operatiile algebrice
si de ordine, precum si proprietatile acestei multimi si ,,Multimea numerelor rationale
pozitive”. Competentele generale pentru Aritmetica sunt:

1. Identificarea relatiilor intre notiunile matematice studiate

2. Prelucrarea datelor de tip cantitativ, calitativ, structural sau contextual cuprinse
in enunfuri matematice

3. Utilizarea conceptelor matematice, a algoritmilor de calcul pentru caracterizarea

locala sau globala a unei situatii concrete
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4. Analiza unor situatii problema pentru determinarea strategiilor de rezolvare
5. Generalizarea unor algoritmi de lucru prin modificarea contextului initial de

definire a problemei.

La capitolul ,,Limite de functii”, intalnim, la programele 1, 2 si 3, prezentata definitia
axiomaticd a multimii numerelor reale prin cele trei grupe de axiome: pentru structura de

ordine, pentru structura algebrica si pentru completitudinea lui 0 |

Proprietatile algebrice si de ordine ale lui [J

Adunarea pe [ are proprietatile:
Al. Este asociativa: a+(b+c) = (a+b)+c, Va,b,cel]
A2. Este comutativd: a+b = b+a, Va,bel
A3. Numadrul real 0 este element neutru: a+0 =0+a=a, Vaell
A4. Yaell areunopus, notat -a : a+(-a)=(-a)+a=0
Notam a+ (-b)=a-b
Inmultirea pe [ are proprietitile:
I1. Este asociativa: a(bc) = (ab)c, Va,b,cell
12. Este comutativa: ab = ba, Va,bell
I3. Numarul real 1 este element neutru: a *1=1-a=a, Vaell

14.Vael areuninvers, notatal: aal=al-a=1

D. Este distributiva fatd de adunare: a (b+c) = ab+ac, Va,b,cel]
Notim a‘bl=a:b= %,bio
Relatia de ordine < pe [J are proprietatile:
1. a<a,Vaell (este ireflexiva)
2.Daca a<b=b>a,Va,bell
3.Daca a<b,b<c=a<c,Va,b,cell (este tranzitiva)

4 Dacaa<b, cell | atunci a+c < b+c
5.Dacda<b, c>0, atunci ac < bc

6. Dacaa<b, c <0, atunci ac > bc
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7. Dacaa<b, c<d,atunci at+c < b+d si a-d < b-c.

. . .a_b
8.Dacia<b, c<d, a,b,c,d eD+,atunC|ac<bC§1a<E

0. 0<a<b:>1>1,Va,beD*
a b

Axioma lui Arhimede. Oricare ar fi numerele reale x > 0 si y, exista un numar natural

n astfel Tncat nx >y.

Tn particular, pentru x = 1, oricare ar fi numarul real y, exista un numar natural n, n>Xx.

Relatia < are proprietatile:

1. a<a,Vaell (este reflexiva)

2.Daca a<bh,b<a—=a=Db,Va,bell (este antisimetrica)
3.Dacd a<b,b<c=a<c,Va,b,cell (este tranzitiva)
4.Dacia < b, cell ,atunci a+c < b+c

5.Dacaa < b,c > 0, atunci ac<hc

6. Dacaa < b, <0, atunci ac>hc

7.Dacaa < b, ¢ < d, atunci a+c < b+d sia-d < b-c
8.Dacdia < b,c<d ab,cdel’, atunciac < bcsi gsg
9. O<asb:>§2%>O,Va,beD*

Este usor de observat cd, daca, in locul lui [1 se pune [J , axiomele de mai sus sunt
adevarate. Faptul ca existd numere care nu sunt rationale, arata necesitatea unei proprietati care
sa caracterizeze multimea numerelor reale, care sa diferentieze multimea [ de [ . Proprietatea
esentiala a multitimii [ , care nu se verifica in multimea [J , o constituie urmatoarea axioma:

Axioma de completitudine (Cantor-Dedekind). Orice multime nevida, minorata, are o

margine inferioara in [J .

Pentru a putea fi enuntata la clasa, se definesc notiunile de margini ale unei multimi,

supremum si infimum.*’

Multimea ([J ,+,-,<) este un corp ordonat. Daca se adauga si axioma de completitudine,

atunci, se spune ca [1 este un corp complet ordonat.

7Mircea Ganga - Matematicd,Manual pentru clasa a XI-a,Elemente de Analizd Matematica, Editura Mathpress,
Ploiesti, 2005, pag. 173
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Exemplu. Daca Az{XeD |X20,X2S3}=[0,\/§]HD,Bz{XeD |x20,x2£3}:[0,\/§],

avem ca SUp A=supB = 3, dar A, ca submultime a lui [J , nu are margine superioara, in timp

ce B, ca submultime a lui [J are margine superioara pe \/é .
Marginile unei multimi neméarginite. Dreapta reala incheiata

Fie —o0,00 doud elemente diferite si care nu sunt numere reale. Notam
7 =0 U{~c}U{cc}. Extindem la J relatia de ordine din 0 , punand prin definitie
—0<X,VXell , X<, VXell si —0<oo. Multimea 0 impreuni cu relatia de ordine se

numeste dreapta reald incheiata.

Propozitie. Orice parte nevida a lui 0 admite margine superioara (respectiv
inferioara).
Demonstratie. Fie ¢ # AcC ] . Dacid Acll este majorata de un element din [] , atunci A
admite margine superioard in [J . Dacd A nu este majorata de nici un element din [ , adica
Vrell =3a eAa, >r,atunci o este marginea superioard in J a lui A. Dacd o€ A,
atunci o este cel mai mare element al lui A, deci marginea superioara a lui A. Analog se
demonstreaza si existenta marginii inferioare.

Adunarea si inmultirea din [ se extind siin 0 luind prin definitie:
X+ =00+X=00 (X#—0)
X+ (=) = (—0) + X = —00 (X # ©)

0, X>0
X 00 =
—o0, X <0
X.(_OO):{—OO,X>0
-0, X <0

X
—=0(xel
+oo (xef)
+
Nu putem defini coerent operatiile: o + (—0), (—0) + o0, (£0)0, 0(£x), I;.O ,0°,1% . De
00

L L .. 0
asemenea, nu putem defini nici operatiile: 6,00

—o0,00 S€ NumMesc numere reale infinite.
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Relatia de ordine de pe [ se extinde la O , astfel, pentru

VX ell, X <o00,—00 < X,—00< 00,

Ca aplicatii la acest capitol, gasim®®:

1. Se considerd multimea: A= {anl nell } Sa se arate ca sup A=3siinfA=1.
n

e o . n . N+2
Solutie. Aratam ca 3 este un majorant pentru A. Verificam —— <3< n+2<3n<n>1,
n

ceea ce este evident. Verificam daca 3 este cel mai mic majorant pentru A. Fie, prin absurd,

o <3, majorant pentru A. Deci n+2 <a=>nx Ll ceea ce este fals, deoarece, pentru n=1,
n a-—

se obtine « >3, contradictie. Deci sup A = 3.

e o . . n+2
Aratam cd 1 este minorant pentru multimea A. Avem 1< < n<n+2,ceeaceeste

n

evident. Verificam daca 1 este cel mai mare minorant. Fie, prin absurd, £ >1, minorant pentru

A. Deci ,Bganbn(,B—l)sZQ nsﬂil, ceea ce este fals, deoarece, Ll este un
n —_

numar pozitiv fixat, iar nel] , multime nemarginita superior. Deci inf A =1.

2. Fie Acl o multime marginitd. Sa se arate cd orice submultime a lui A este
marginita.
Solutie. Daca multimea A este marginita, atunci exista a <b, Ac[a,b] si, daca, B < A, atunci
B —[a,b], deci B este marginita.

3. Sa se determine minorantii $i majorantii min A, max A (dacd existd) pentru
urmatoarele submultimi A ale dreptei reale:

a) A=[-11]; b) A=(0,100); c) A={cosl,cos2,cos3} ;

d) A={sinl,sin2,sin3}; e) A=[-2,2)u(3,4); f)A:{l—%meD,nzl}.

Solutie. @) Minorantii lui A sunt numerele x < -1, iar majorantii lui A sunt numerele x>1; min
A=-1, maxA=1.
b) Minorantii lui A sunt numerele x <0, iar majorantii lui A sunt numerele x >100;

min A si max A nu exista

18 Gh.Gussi si colectiv- Matematicd, Manual pentru clasa a XI-a, Elemente de Analizd Matematicd, Editura

Didactica si Pedagogica, Bucuresti, 1991, pag 28
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¢) Cum numarul 1 apartine primului cadran avem 0 <cosl. Numerele 2 si 3 apartin
cadranului doi, unde functia cosinus este negativd descrescatoare, deci, din
0<2<3=c0s3<cos2<0, prin urmare, cos3<cos2 <0< cosl, adica min A = €c0S 3 si
max A = cos 1.

d) In primele doua cadrane functia sinus este pozitivd, deci sinlsin2,sin3>0.

Reducand la primul cadran 2 si 3, folosind formula sinx=sin(n—x),vXe(%,nj, avem

sin2=sin(z—2)0sinl,14 si sin3=sin(z-3)0sin0,14. Dar 0,14 <1<1,14 si cum functia
sinus este crescitoare in primul cadran obtinem sin0,14 <sinl<sinl,14, adica
sin3<sinl<sin2. Prin urmare min A = sin3 si max A = sin 2.

e) Minorantii lui A sunt numerele x <-2, iar majorantii lui A sunt numerele x>4; min
A = -2, max A nu exista.

f) Avem A:{Olgn—_1
2 3 n

} . Prin urmare minorantii lui A sunt numerele x<0,
iar majorantii lui A sunt numerele x >1; min A =0, iar max A nu exista.
4. Sa se determine punctele de acumulare si punctele izolate ale submultimilor A ale

multimii numerelor reale:

a) A=[-11]; b) A=(—0,)u(5,x); c¢) A=0; d) A={%|XED*};

e) A={1|neD,n21}.
n

Solutie. @) Puntele de acumulare pentru multimea A sunt punctele intervalului [-1,1], nu are
puncte izolate.

b) Punctele de acumulare pentru multimea A sunt punctele intervalului
A= (—o0,1]U[5,0), nu are puncte izolate.

c) Puntele de acumulare pentru multimea A sunt oo, toate punctele corespunzatoare
elementelor lui O sunt izolate.

d) Puntele de acumulare pentru multimea A sunt punctele multimii [ , nu are puncte
izolate.

e) Singurul punct de acumulare este originea, iar punctele izolate sunt toate punctele

corespunzatoare multimii A.

88



Tn cadrul materiei de clasa a Xll-a, competentele sunt foate diferite, functie de profil,

astfel, la Programele 1, 2 si 3, gasim capitolele: ,,Grupuri”, ,,Inele si corpuri” si ,,Inele de

polinoame cu coeficienti Tntr-un corp comutativ (1,0, 00,0, p prim)”

La Programele 3 si 4 nu apar continuturi legate de teoria numerelor reale, in schimb, la
programa 5, intalnim capitolul: ,,Structuri algebrice: monoid, grup, inel, corp™.

Prin continuturile elementelor de algebra de la nivelul clasei a XII-a se definesc
structurile algebrice, de la monoid pana la corp. Ca o aplicatie a acestor notiuni, ma voi opri
asupra aseminirilor/deosebirilor dintre domeniile de integritate si corpuri®®.

Fie inelul (A, +,-). Unelement x e A, x =0 se numeste divizor al lui zero la stanga

(respectiv dreapta) daca, exista y € A,y =0, astfel incat, xy = 0 (respectiv yx = 0). Daca inelul
este comutativ, notiunile de divizor al lui zero la stanga, respectiv la dreapta, coincid.

Inelul (A, +,-) are divizori ai lui 0 daca contine cel putin un divizor al lui zero.

Un inel comutativ, nenul care nu are divizori ai lui 0 se numeste inel integru (domeniu de
integritate).

Exemplu. 1. Inelele comutative (J,+,-),(d,+,),(J,+-), (0 ,,+), p prim, sunt domenii de
integritate.

A

2. Tninelul (J4,+,7), avem 2%0,3%0, dar 2-3=0, ceea ce arati ci elementele 2,3 sunt
divizori ai lui zero, deci U nu este domeniu de integritate.

3. Inelul comutativ (J,®,01), unde x®y=x+Yy+1x] y=Xy+X+Y, este fard divizori ai
lui zero, deoarece, daca X,y #—1 (-1 este elemental nul al inelului), adica (x+1),(y+1) =0,

avem x[J y#-1<xy+X+y#-1< (x+1)(y+1) =0, ceea ce este adevdrat.

Teorema. Un corp nu admite divizori ai lui zero, adica orice corp este domeniu de
integritate.
Demonstratie. Intr-un corp, orice element nenul este inversabil, iar un element inversabil nu
poate fi divizor al lui zero intr-un inel.

Teorema. Orice domeniu de integritate finit este corp.

Demonstratie. Fie A, domeniu de integritate finit, A={a,,a,,...,a,},a A,a=0, aarbitrar. Fie

multimea produselor {aai,aaz,...,aan}. Aceste produse sunt toate distincte, deoarece , din

19 Mircea Ganga - Matematica,Manual pentru clasa a XII-a,Elemente de Algebra, Editura Mathpress, Ploiesti,
2005, pag. 156
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aa; =aa;,a=#0=a, =a; (Anu are divizori ai lui zero). Cum aa, € A, Vi sunt distincte doua

cate doud, deducem ci A este formata din aceste produse. In particular, unitatea inelului este

unul din aceste produse, adica avem aa, =1, pentru un anume i. Cum inmultirea in A este

comutativa, avem aa, =aa =1, adica a; este inversul lui a.

Teorema (Wedderburn, 1905). Orice corp finit este comutativ.

Orientarea lectiilor de matematica spre formarea capacitatii de abordare dialecticd a
realitatii trebuie realizatd Tn contextul unei tehnologii didactice orientate spre activitatea
nemijlocitd a elevilor. Trebuie actionat astfel ca lectia sa devind activa, participativa,
conducandu-i pe elevi sa stabileasca legaturi intre informatii noi si datele experientei personale,
sa interpreteze, sa caute solutil, Tn general, sd gandeasca, sd ia parte activa la elaborarea
cunostiintelor.

Tehnologia educatiei reprezinta un mod sistematic de proiectare, realizare si evaluare a
intregului proces de Tnvatare si predare sau, altfel spus, ansamblul structurat al metodelor,
mijloacelor de invatamant, al strategiilor de organizare a predarii-invatarii, pus in aplicatie n
interactiunea dintre educator si educat, printr-o stransd corelare a lor cu competentele
pedagogice, continuturile transmise, formele de realizare a instruirii, modalitatile de evaluare.

Predarea este influentata semnificativ de proiectare. Proiectarea va afecta, intr-o masura
insemnata, atat eficienta activitatilor de predare, cat si invatarea elevilor. Proiectarea ofera
profesorului posibilitatea de a analiza si de a decide intre material si metode alternative,
pregatind, astfel, experiente de invatare adecvate particularitatilor elevilor dintr-o clasa.

Proiectul de lectie reprezinta concretizarea coerenta a intentiei educationale formulate la
nivel de capitol/proiect de lucru, concretizare care vizeaza organizarea activitatilor din sala de
clasa in functie de competente clar formulate, de continuturi adecvate competentelor, de nivelul
si interesele elevilor.

Cea mai “ sensibild” etapa este cea a preddrii, careia trebuie sa i se acorde o atentie n
plus. Profesorul trebuie sa stapaneasca bine arta interogarii pentru a orienta discutiile din sala
de clasa.

Predarea este inteleasa ,,ca o activitate care implica facultatea rationala a elevilor si-i
respecta n calitatea lor de centre independente de géandire si de actiune. O astfel de predare
vizeaza, nu doar incurajarea credintelor sprijinite pe dovezi, dar, dezolta si puterea elevilor de

a strange dovezi si de a le evalua din propria lor perspectiva”.
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In actul predarii, pe langa rigoare si coerentd, ramane destul loc pentru intuitie,
expresivitate, improvizatie si creativitate.

Metodele care au o mare valoare instructiv-educativa in predarea matematicii si, in
particular, a numerelor reale sunt: conversatia, problematizarea, invatarea prin redescoperire,
metoda exercitiului, instruirea asistata de calculator si metode de verificare a cunostiintelor
elevilor si de evaluare a randamentului scolar.

A evalua rezultatele scolare inseamnd a determina, a cuantifica masura in care
competentele programului de instruire au fost atinse, precum si eficienta metodelor de predare-
invatare folosite. Evaluarea este o componenta esentiald a procesului de invatamant.

O evaluare corecta poate fi facutda numai in conditiile unor competente bine precizate,
din care sa se desprinda exact ce trebuie sa faca un elev pentru a dovedi realizarea lor.

Evaluarea reprezinta un proces complex menit s masoare si sa aprecieze valoarea
rezultatului sistemului de educatie sau a unei parti a acestuia, eficienta resurselor, a conditiilor
si a operatiilor folosite Tn desfasurarea activitatii, prin compararea rezultatelor activitatii
instructiv-educative cu competentele propuse, cu resursele utilizate sau cu rezultatele
anterioare in vederea luarii deciziilor privind ameliorarea activitatii in etapele urmatoare.

Evaluarea randamentului scolar pe baza competentelor are implicatii directe in formarea
capacitatii de autoevaluare a elevului, conditie pentru stimularea si dozarea efortului sau,
pentru autocontrolul si spiritul autocritic necesar in actiunile pe care le va intreprinde mai
tarziu.

Evaluarea reprezinta un proces continuu si de duratd, putandu-se face la inceputul
programului de instruire, pe parcursul acestuia sau la finalul sau.

Tn prezent, se pune tot mai mult accent pe apropierea continuturilor invatarii de practica
invatarii eficiente. In demersul didactic, centrul actiunii devine elevul si nu predarea notiunilor
matematice ca atare. Accentul trece de la ce sa se invete, la in ce scop si cu ce rezultate , iar
unul din obiectivele esentiale trebuie sa fie dezvoltarea permanenta a calitatii gandirii elevilor.
Semnificatia i importanta teoretica si practicd a matematicii crescand mereu, fac din ea
principalul obiect de instruire, material cu necontestate valente formative, sporind
responsabilitatea celor chemati sa faca matematica inteleasa si apreciata. In concluzie, oricare
ar fi procedeele de apreciere, profesorul trebuie sa-si fixeze, pentru inceput, niste criterii care
sd acorde o tot mai mare valoare calitatii cunostintelor, participarii active a elevului la lectie,
deplasand accentul de pe latura informativa pe cea formativa.

Tinand seama de aceste aspecte, de importanta numerelor reale in studiul matematicii,

precum si de numeroasele aplicatii ale acestora atat Tn matematica (algebra, geometrie,
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trigonometrie, analiza vectoriala etc) cat si in fizica, tehnica sau astronomie, am considerat
deosebit de important ca experimentul metodic din cadrul lucrarii pentru gradul I sa-l axez pe

studiul numerelor reale si al aplicatiilor lor in matematica prin experimentarea unui set de

RO
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Anexe

NUME S| PRENUME ELEV
CLASA a-1X-a__
DATA

TEST DE EVALUARE
NUMERE REALE

1) Dati exemple de:
a. Unnumar natural
b. Un numar intreg care nu e natural,
¢. Un numar rational care sa fie si intreg; 2.5p
d. Un numir de forma v'n care sa fie rational;
e.  Un numir de forma v'n care sa fie irational.
2) Care din numerele de mai jos sunt irationale si care sunt rationale: 1.5p

V4 ++/9; V12-2; V12-2V3

3) Scrieti nr rational % pe care fractiile urmatoare il reprezinta si verificati (pe

foaia de testare), prin impartire, rezultatul obtinut: 1.5p
1,25; 1,2(5); 1,(25)
4) Determinati a 2010-a zeciamala a numarului: 2,2(43). 1p
5) Specificati elementele multimilor: 2.5p
{xeR|lx| =1} ; {x€Zllx|<1} ; {xeR|lx|=-1} ; {xeR||x|=-1};

{x€R||x| < -1}

NOTA.Toate subiectele sunt obligatorii. Se acordi 1 punct din oficiu.

Grafic de evaluare a testului
NOTA |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 |10

Nr.elevi

Tn functe de rezultatele obtinute se va intocmi un plan de masuri
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COLEGIUL TEHNIC “LAZAR EDELEANU”, PLOIESTI

Proiect didactic

I. COORDONATE DE IDENTIFICARE

Profesor: Bascau Cornelia
Disciplina: Matematica — algebra
Clasa : alX-aG (M2)

Unitetea de invdtare: Multimi

Tema : Modulul unui numar real
Tipul de lectie: Lectie de predare

II. COMPETENTE SPECIFICE

La finalul lectiei elevii vor fi capabili :

-sa defineasca si sa aplice notiunea de modul;

-sa expliciteze modulul unei expresii;

-sa foloseasca propietatile modulului Tn rezolvarea exercitiilor;

-sa rezolve ecuatii si inecuatii cu modul(e);

-sa justifice deducera unor rezultate si sa verifice corectitudinea lor;
-sa-si consolideze deprinderile de rezolvare a exercitiilor;

-sa utilizeze corect notatiile si terminologia invatata si sa le aplice Tn exercitii.

1. STRATEGIA DIDACTICA

Metode si procedee: conversatia, explicatia, exercitiul, analiza de caz, problematizarea,
expunerea, observatia.

Materiale didactice: fisa de exercitii, manual pentru clasa alX-a

Forma de organizare a clasei: activitate frontala combinata cu activitate individuala,
expunere la tabla

Mijloace de evaluare: observatia, aprecierea
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Bibliografie:

-Marius Burtea, Georgeta Burtea, Matematica, culegere pentru clasa a 1X-a, Editura
Carminis, Pitesti, 2005

-Petre Nachila,lon Chesca, Matematica, Manual pentru clasa a 1X-a, Editura LVS Crepuscul,
Ploiesti, 2004

-Mircea Ganga, Manual pentru clasa a 1X-a, EdituraMathpress, Bucuresti, 2001

I\VV. DESFASURAREA METODICA A LECTIEI

1. Moment organizatoric

- consemnarea prezentei elevilor
- verificarea aspectului general al clasei, existenta buretelui, a cretei

2. Verificarea temei

- profesorul verifica tema pentru acasa si corecteaza eventualele greseli
- elevii vor preciza daca sunt exercitii neefectuate, iar acestea vor fi lucrate la table

3. Anuntarea noii teme

Profesorul anunta titlul noii lectii ,,Modulul unui numar real”, iar la sfarsitul lectiei toti elevii

trebuie sa fie capabili sd cunoasca notiunea de modul.

4. Dirijarea invatarii

-pornind de la distanta intre doua puncte- intotdeauna se exprima printr-un numar pozitiv, se

defineste notiunea de modul

Definitie : Fie x un numar real. Definim modulul (valoarea absoluta) a numarului real x,

x,dacax >0

notat | x|, astfel: |x |:{_x dacax <0

Obs. |x| = max(—x, x), unde max(-x,x) reprezinta cel mai mare nr. dintre —x si X

Exemple :

3= 3 |33, |51= 5 [0[=0; [7[=V7

Interpretarea geometrica a modulului unui numdr real
Fie x un numar real. Modulul numarului real x reprezinta distantele de la originea O(0) la
punctele M(x) si N(-x) de pe axa reala. OM= ON =| x |
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-00 N(-x) 0o(0) M(x) o0

Propietatile modulului unui numair real:

1. |a| =0,oricarea €R, la|=0a=0

2. |-a| =|a|,oricarea € R

3. lal<c¢c, c>0o —c<a<c; la|zZ¢c>0©a<-—c saua =c
4. la+ b| < |al|+ |b|,oricare a,b € R

5. la—b| < |a| + |b|,oricare a,b € R

6. |a-b| =|a|-|b|, oricarea,b € R

7. % =%,oricare a,beR D=0

5. Fixarea cunostintelor :

Pentru fixarea cunostintelor se rezolva exercitiile de pe fisele de lucru cu explicatiile de rigoare.

Profesorul urmareste activitatea elevilor si ofera ajutor acolo unde este nevoie.

6. Evaluarea performantei

Profesorul face aprecieri cu privire la munca elevilor si noteaza elevii care au raspuns.

7. Asigurarea feed-back-ului

Tema pentru acasa este reprezentata de exercitiile nerezolvate din fisa.
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1)

2)

3)

4)

5)
6)

FISA DE EXERCITII
Modulul unui nr real — clasa a 1 X-a, M2

Explicitati modulele:

a. |2x — 6|
b. |2x — 5]
C. |[4x — 18|

Determinati numerele reale care verifica expresiile:

a. |x|=9 g. [3—6x|=12
b. |x|=-9 h. |4—x||lx—5|=0
c. |-x|=9 i. |[4—x||lx—=5]=-2
d [x|=0 i [4-x| _
|x—5]

e. [x+3]=1 T
f. |x—1]=2 x5l

Rezolvati ecuatiile:

a. |2x — 3| = |4x — 2|

b. 2x+ 1] —|x—1| =0

C. lx+ 1|+ |2x — 3] =3

Determinati numerele reale care verifica inegalitatile:

a. 3x—2| =0

b. 3x —2| <0

C. 3x—2| <0

d. lx +1] <2

e. x +1] =2

Demonstrati ca |x — 2| + |x + 1| = 3, oricare x € R

Demonstrati ca max(a, b) = W , min(a,b) = M, unde
o) = 29002 i mintay = 000

Profesor

Cornelia Bascau
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COLEGIUL TEHNIC “LAZAR EDELEANU”, PLOIESTI

Proiect didactic

I. COORDONATE DE IDENTIFICARE

Profesor: Bascau Cornelia

Disciplina: Matematica — algebra

Clasa : a X-a G (M2)

Unitetea de invatare. Numere reale

Tema: Proprietatile radicalilor

Tipul de lectie: Lectie de fixare si consolidare a cunostintelor

Il. COMPETENTE SPECIFICE

La finalul lectiei elevii vor fi capabili :

-sa cunoasca definitia radicalului de ordin n dintr-un nr real pozitiv

-sa cunoasca definitia radicalului de ordin n-impar dintr-un nr real negativ
-sa stapaneasca conditiile de existenta ale radicalilor

-sa aplice corect propietatile radicalilor

-sa justifice deducera unor rezultate si sa verifice corectitudinea lor;

-sa-si consolideze deprinderile de rezolvare a exercitiilor/problemelor;

-sa utilizeze corect notatiile si terminologia invatata si sa le aplice in exercitii.

I11. STRATEGIA DIDACTICA

Metode si procedee: conversatia, algoritmizarea, exercitiul, observatia.
Materiale didactice: fisa de exercitii
Forma de organizare a clasei: activitate frontala combinata cu activitate individuala
Mijloace de evaluare: observatia, aprecierea,
Bibliografie:

-Marius Burtea, Georgeta Burtea, Matematica, culegere pentru clasa a X-a, Editura
Carminis, Pitesti, 2005
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-Constantin Nastasescu,Constantin Nita, Matematica, Manual pentru clasa a 1X-a, Editura
Didactica si pedagogica, Bucuresti, 1997
-Mircea Ganga, Manual pentru clasa a 1X-a, EdituraMathpress, Bucuresti, 2001

IVV. DESFASURAREA METODICA A LECTIEI

1. Moment organizatoric

- consemnarea prezentei elevilor

- verificarea aspectului general al clasei, existenta buretelui, a cretei

2. Verificarea temei

- profesorul verifica tema pentru acasa si corecteaza eventualele greseli
- elevii vor preciza daca sunt exercitii neefectuate, iar acestea vor fi lucrate la tabla

3. Reactualizarea cunostintelor anterioare

Sunt punctate notiunile teoretice necesare in rezolvarea fisei de lucru care privesc
rezolvarea exercitiilor cu radicali de ordin n (n=2 sau 3)

4. Anuntarea noii teme

Profesorul anunta continutul ce urmeaza a fi verificat si modul de desfasurare a
activitatii
5. Fixarea si consolidarea cunostintelor

Pentru fixarea cunostintelor se rezolva exercitiile de pe fisele de lucru cu explicatiile de
rigoare. Profesorul urmareste activitatea elevilor si ofera ajutor acolo unde este nevoie

6. Evaluarea performantei

Profesorul face aprecieri cu privire la munca elevilor si noteaza elevii care au raspuns.

7. Asigurarea feed-back-ului

Tema pentru acasa este reprezentata de exercitiile nerezolvate din fisa.
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FISA DE EXERCITII

Proprietatile radicalilor — clasa a X-a, M2

1) Stabiliti domeniul de existenta pentru:

V2x —1; Va2 +1; i/Zx—l;B/ﬁ; VX—1+vVx+1; Vx—1+V1—x;

x? -1
2) Sa se calculeze:
4753
V3T V3Z VEEREE, I 037 48, 3T R

3) Sase calculeze:

144’

Wax10: % : Va2

“/(1-@2; 4/(3-@)2; 9/(&-@)3; 6/(2—@)2

4) Sa se introduca sub radicali factorii:
5v2; 532; —2V=12; —2V12; %3\/12

5) Sa se scoata factori de sub radicali:

a12 3 b12 13 3 b14
Va8; V375; V243; Y—686; \/ \/—; Ja j

pi0’ 2° p10’ a°

6) Sasecalculeze: V53¥625; vV2; V¥=3; 5,/24\/43\/5;

7) Sa se rationalizeze:

1 5 2 5 4 2 18 1
V5" V2-1'V3+2 3v2-1" V5-v2' V5+V3 25-v2' /232
3 2 51 1 12 1 2 1 1

5327 Y9’ Vz-1’ Vz+2! 2-33’ Vz-1"1+2%5° Yie+¥1z2+30’ ¥z25-¥10+32’
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